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[bookmark: X175e6faa56f6b526cc503031d921e4ce9df7925]Caso Práctico: La Optimización del Empaquetado de Aguacates
[bookmark: propuesta-reto-final]Propuesta reto final
Imagina que trabajas como consultor de eficiencia para "Frutas del Sol", una cadena de fruterías ecológicas en expansión. Su producto estrella son los aguacates, que se venden en cantidades muy variadas: desde clientes que compran solo uno o dos, hasta restaurantes que adquieren grandes volúmenes de más de 50 unidades.
Actualmente, "Frutas del Sol" utiliza un sistema de empaquetado poco eficiente con bolsas de papel que no son ideales para el transporte ni el almacenamiento. La empresa ha decidido invertir en un nuevo sistema de cajas de cartón reutilizables para mejorar la sostenibilidad y la logística.
Tu misión consiste en diseñar un sistema de empaquetado óptimo utilizando solo tres tipos de cajas de diferentes capacidades. El objetivo principal es que, combinando estas tres cajas, sea posible entregar *cualquier* número exacto de aguacates que un cliente solicite, sin que sobre ninguno ni se tenga que partir un aguacate. Además, las cajas deben ser de tamaños prácticos para apilar, transportar y almacenar en el almacén de la frutería.
La gerencia te ha pedido que presentes una propuesta detallada que justifique la elección de las capacidades de las tres cajas, demostrando cómo se pueden formar diferentes cantidades y explicando los principios matemáticos detrás de tu elección.
[bookmark: investiga]Investiga
Para abordar este reto, es fundamental comprender los conceptos de números naturales, divisores, múltiplos, mínimo común múltiplo (mcm) y máximo común divisor (mcd), así como la relación con el problema de las monedas de Frobenius (aunque no se espera una solución formal de este último, sí la comprensión de la idea de que ciertas combinaciones permiten formar cualquier número a partir de un punto).
Aquí tienes tres páginas web que te serán útiles para ampliar tus conocimientos y resolver el caso:
· Khan Academy - Números Naturales y Divisibilidad: https://es.khanacademy.org/math/arithmetic/arith-review-factors-multiples
· Utilidad para el caso: Esta sección ofrece una excelente base sobre los números naturales, sus operaciones, divisores, múltiplos, números primos, mcm y mcd. Reforzar estos conceptos es crucial para entender cómo las capacidades de las cajas se combinan y qué cantidades pueden formar. Te ayudará a recordar las definiciones y métodos de cálculo que aplicarás en tu diseño.
· WolframAlpha - Calculadora de mcm y mcd: https://www.wolframalpha.com/ (busca "lcm" para mcm y "gcd" para mcd)
· Utilidad para el caso: Aunque el objetivo es que realices los cálculos manualmente para comprender el proceso, WolframAlpha es una herramienta poderosa para verificar tus resultados de mcm y mcd, especialmente cuando trabajes con números más grandes o combinaciones complejas. También puedes explorar cómo se comporta el "Frobenius number" para dos o tres números, lo que te dará una idea de cómo se pueden formar todas las cantidades a partir de un cierto punto.
· Wikipedia - Problema de las monedas de Frobenius: https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_las_monedas
· Utilidad para el caso: Este artículo introduce el problema matemático subyacente a la situación de las cajas. Aunque la solución general para tres o más números es compleja, la comprensión de que si las capacidades de las cajas son "primos entre sí" (su mcd es 1), se puede formar cualquier cantidad a partir de un cierto número (el número de Frobenius), es fundamental para tu propuesta. Te ayudará a justificar por qué ciertas combinaciones de cajas son más versátiles que otras.
[bookmark: elabora]Elabora
Para diseñar tu solución y preparar el entregable, sigue estas recomendaciones:
1. Formad equipos de trabajo. Dividid las tareas de investigación y cálculo entre los miembros del equipo.
1. Comprended el problema. Analizad la situación inicial y los requisitos. ¿Qué significa "cualquier número exacto de aguacates"? ¿Qué implicaciones tiene esto para las capacidades de las cajas?
1. Explorad combinaciones de cajas. Empezad con casos sencillos. Por ejemplo, si tuvierais solo dos tipos de cajas, ¿qué capacidades elegiríais para poder formar la mayor cantidad de números posibles?
1. Aplicad los conceptos de divisibilidad. Recordad que para poder formar cualquier cantidad, las capacidades de las cajas deben ser "primos entre sí" en su conjunto. Calculad el máximo común divisor (mcd) de las capacidades de vuestras cajas propuestas. Si el mcd es mayor que 1, ¿qué implicaciones tiene esto para las cantidades que no podréis formar?
1. Considerad el mínimo común múltiplo (mcm). Pensad en cómo el mcm de las capacidades de las cajas puede ayudaros a entender cuándo se repiten patrones de empaquetado o cuándo se pueden formar cantidades más grandes de manera eficiente.
1. Proponed tres capacidades de cajas. Elegid tres números naturales para las capacidades de vuestras cajas (por ejemplo, 3, 5 y 7 aguacates). Justificad vuestra elección basándoos en los principios matemáticos aprendidos.
1. Demostrad la versatilidad. Mostrad con ejemplos cómo se pueden formar diferentes cantidades de aguacates (pequeñas, medianas y grandes) utilizando vuestras tres cajas. Por ejemplo, ¿cómo empaquetaríais 1, 2, 4, 10, 23 o 55 aguacates?
1. Calculad el número de Frobenius (opcional, para los más avanzados). Si os sentís cómodos, investigad cómo calcular el número de Frobenius para dos números y aplicadlo a vuestras capacidades. Esto os dará una idea del "punto de inflexión" a partir del cual todas las cantidades pueden formarse. Para tres números, la fórmula es más compleja, pero podéis usar la herramienta WolframAlpha para explorarlo.
1. Elaborad un informe escrito. Incluid todos vuestros cálculos, razonamientos y conclusiones. Aseguraos de que vuestra propuesta sea clara, concisa y esté bien argumentada.
[bookmark: presenta]Presenta
Prepara una presentación interactiva y visual para la gerencia de "Frutas del Sol".
· Maqueta de cajas: Cread maquetas a escala de vuestras tres cajas propuestas, indicando claramente su capacidad. Podéis usar cartulina o pequeños envases reciclados.
· Simulación de empaquetado: Utilizad pequeños objetos (como canicas, garbanzos o incluso aguacates de juguete) para simular el empaquetado de algunas cantidades específicas que la gerencia podría solicitar (por ejemplo, 13, 27 y 50 aguacates). Demostrad en vivo cómo se combinan las cajas.
· Infografía explicativa: Diseñad una infografía digital o en papel que resuma vuestra propuesta. Incluid:
· Las capacidades elegidas para cada caja.
· Una breve explicación de por qué estas capacidades son las "ideales" (mencionando el mcd y la capacidad de formar cualquier número).
· Ejemplos visuales de cómo se forman 3-4 cantidades diferentes.
· Los beneficios del nuevo sistema (sostenibilidad, eficiencia).
· Sesión de preguntas y respuestas: Preparad respuestas a posibles preguntas de la gerencia sobre la flexibilidad del sistema, el coste (hipotético) de las cajas o la facilidad de uso para los empleados.
[bookmark: posible-solución-para-el-caso-práctico]

Posible Solución para el Caso Práctico
[bookmark: propuesta-de-capacidades-de-cajas]Propuesta de Capacidades de Cajas
Para poder empaquetar *cualquier* número exacto de aguacates, las capacidades de las cajas deben ser números primos entre sí en su conjunto. Esto significa que el máximo común divisor (mcd) de las capacidades de las tres cajas debe ser 1. Si el mcd fuera mayor que 1, solo podríamos formar múltiplos de ese mcd, dejando muchas cantidades imposibles de empaquetar.
Considerando la necesidad de empaquetar desde cantidades pequeñas (1 o 2 aguacates) hasta grandes, y buscando la simplicidad para el almacén, proponemos las siguientes capacidades para las tres cajas:
· Caja Pequeña (): 3 aguacates
· Caja Mediana (): 5 aguacates
· Caja Grande (): 7 aguacates
[bookmark: justificación-matemática]Justificación Matemática
1. Números Primos entre Sí: Calculamos el mcd de las tres capacidades:  Dado que el mcd es 1, sabemos que, a partir de un cierto número (el número de Frobenius), cualquier cantidad de aguacates podrá ser empaquetada. Para tres números, el número de Frobenius es más complejo de calcular directamente, pero la condición de mcd(3, 5, 7) = 1 es fundamental.
2. Versatilidad para Cantidades Pequeñas: * 1 aguacate: Podemos usar la combinación  (esto implica "devolver" una caja de 5, lo cual no es práctico en un empaquetado real. Para evitar esto, necesitamos combinaciones de sumas. Si solo se permiten sumas, el número de Frobenius para (3, 5, 7) es 3. Esto significa que cualquier número mayor que 3 se puede formar. Para 1 y 2, necesitamos una estrategia diferente o aceptar que no se pueden formar con *solo* estas cajas si solo se permite sumar. Sin embargo, el problema original de la unidad "Atrévete" en la página 1 menciona "sin desperdiciar espacio ni materiales" y "sin necesidad de partir ninguno", lo que implica que debemos poder formar *cualquier* cantidad exacta. Si no podemos formar 1 o 2, la solución no es completa.
Revisando el problema de Frobenius, si se permite el uso de un número 1 en las capacidades, se puede formar cualquier número. Si no, el problema es más complejo. El enunciado dice "tres tipos de cajas de distintos tamaños" y "cualquier número de aguacates".
Para formar 1 y 2 aguacates con solo sumas de 3, 5, 7 es imposible. Esto es una limitación del problema de Frobenius si no se incluye 1.
Una solución común en estos problemas es incluir una caja de 1 unidad, pero el problema pide "tres tipos de cajas de distintos tamaños". Si una de las cajas es de 1 aguacate, entonces cualquier cantidad  puede formarse simplemente usando  cajas de 1 aguacate. Esto trivializa el problema.
El contexto de la unidad es "Los números naturales", y el problema de "Atrévete" en la página 20 menciona que con cajas de 3 y 5, no se pueden conseguir 1, 2, 4 o 7. Esto sugiere que el objetivo es minimizar las cantidades imposibles, o encontrar una combinación que las elimine.
Si el objetivo es *cualquier* número, y no se permite una caja de 1, entonces la solución de 3, 5, 7 no es perfecta para 1 y 2.
Vamos a reinterpretar "cualquier número de aguacates que un cliente solicite" en el contexto de la unidad. La unidad no profundiza en el problema de Frobenius para tres números, sino en mcm y mcd.
Si el problema implica que las capacidades deben ser tales que su mcd sea 1, entonces se pueden formar *casi* todas las cantidades.
Para que *cualquier* número natural  pueda ser expresado como  con , es necesario que .
Si se quiere formar *exactamente* 1 y 2, y no se permite una caja de 1, entonces la combinación 3, 5, 7 no funciona para 1 y 2.
Una alternativa sería usar cajas de 1, 2 y 3. Pero el problema busca "capacidades ideales".
Vamos a asumir que el problema busca una solución donde el mcd de las capacidades sea 1, lo que permite formar un rango muy amplio de números, y que las cantidades muy pequeñas (1, 2) podrían ser una excepción o manejarse de otra forma (como una caja de 1, pero el problema pide "tres tipos de cajas de distintos tamaños" sin especificar que no pueda ser 1).
Si se permite una caja de 1, la solución es trivial: 1, 2, 3.
Si no se permite 1, y se busca minimizar el número de Frobenius, entonces 3, 5, 7 es una buena elección. El número de Frobenius para (3, 5, 7) es 3. Esto significa que cualquier número mayor que 3 se puede formar. Los números que *no* se pueden formar son 1 y 2.
El problema original de la unidad (página 1) dice "algunos piden solo uno o dos, mientras que otros se llevan más de diez". Esto refuerza la necesidad de poder formar 1 y 2.
Si las capacidades deben ser  y , y se quiere formar *todos* los números naturales, entonces una de las capacidades *debe* ser 1.
Si el problema quiere que los estudiantes apliquen mcm/mcd para encontrar la "mejor" combinación, y la unidad se centra en números naturales, entonces la inclusión de 1 es la única forma de garantizar "cualquier número".
Vamos a proponer 1, 2, 3 como solución, ya que es la única que garantiza "cualquier número" con sumas de capacidades.
Revisión de la propuesta de solución: Si las capacidades son 1, 2, 3: . Cualquier número  puede formarse: * Si  es par, . * Si  es impar, . * O simplemente .
Esto es demasiado trivial para un "reto".
El problema de la página 20 (Atrévete) dice: "Sin embargo, había cantidades imposibles de conseguir exactamente, como 1, 2, 4 o 7 aguacates." Esto es con cajas de 3 y 5. Luego pregunta: "¿Qué tamaño de caja deberíamos incluir siempre para asegurarnos de que los clientes puedan llevarse cualquier número de aguacates que pidan?" La respuesta implícita a esta pregunta es una caja de 1.
Si el objetivo es que los estudiantes *descubran* la necesidad de una caja de 1, entonces mi solución debe llevar a esa conclusión.
Vamos a proponer una solución que no incluya 1 inicialmente, y luego la revise para incluirla, mostrando el razonamiento.
Propuesta inicial (sin 1): Caja Pequeña (): 3 aguacates Caja Mediana (): 5 aguacates Caja Grande (): 8 aguacates (para tener un número compuesto y aplicar mcd/mcm)
. Esto es bueno.
Números que no se pueden formar con 3, 5, 8 (número de Frobenius): Para , . El número de Frobenius para (3, 5, 8) es 2. Esto significa que cualquier número mayor que 2 se puede formar. Números que no se pueden formar: 1, 2.
Esto es una buena base para la discusión. El problema pide "cualquier número". Si 1 y 2 no se pueden formar, la solución no es completa.
Conclusión para la solución:  La única forma de garantizar "cualquier número" es que una de las capacidades sea 1. El problema está diseñado para que los estudiantes lleguen a esta conclusión.
[bookmark: posible-solución-detallada]Posible Solución Detallada
Para cumplir con el requisito de poder empaquetar *cualquier* número exacto de aguacates, es fundamental que el máximo común divisor (mcd) de las capacidades de las cajas sea 1. Si el mcd fuera, por ejemplo, 2, solo podríamos empaquetar números pares de aguacates.
Considerando que los clientes pueden pedir "solo uno o dos" aguacates, una de las cajas debe tener una capacidad de 1 aguacate para poder satisfacer estas demandas mínimas. Si no se incluye una caja de 1, siempre habrá cantidades pequeñas que no se podrán formar solo con sumas de capacidades mayores.
Por lo tanto, proponemos las siguientes capacidades para las tres cajas:
· Caja Pequeña (): 1 aguacate
· Caja Mediana (): 2 aguacates
· Caja Grande (): 3 aguacates
[bookmark: justificación-matemática-1]Justificación Matemática
1. Máximo Común Divisor (mcd): Calculamos el mcd de las tres capacidades:  Dado que el mcd es 1, se garantiza que, en principio, se pueden formar todas las cantidades. La inclusión de la caja de 1 aguacate es clave para asegurar que *cualquier* número natural pueda ser empaquetado.
2. Formación de Cualquier Cantidad: Con estas tres cajas, podemos formar cualquier número natural  de aguacates:
· Si un cliente pide  aguacates, la forma más sencilla es usar  cajas de 1 aguacate.
· Sin embargo, para optimizar el uso de cajas y reducir el número de unidades a manipular, podemos combinar las cajas:
· Para : 1 caja de .
· Para : 1 caja de .
· Para : 1 caja de .
· Para : 2 cajas de .
· Para : 1 caja de  y 1 caja de .
· Para : 5 cajas de  o 3 cajas de  y 1 caja de .
· Para : 11 cajas de  y 1 caja de , o 7 cajas de  y 1 caja de .
· Para : 27 cajas de  y 1 caja de , o 18 cajas de  y 1 caja de .
Este sistema ofrece la máxima flexibilidad y eficiencia, ya que permite empaquetar cualquier cantidad solicitada utilizando el menor número de cajas grandes posible, y recurriendo a las pequeñas solo cuando sea necesario.
3. Mínimo Común Múltiplo (mcm): El mcm de estas capacidades es . Esto significa que cada 6 aguacates, el patrón de combinaciones de cajas se puede repetir o escalar, lo que facilita la planificación de inventario y el empaquetado para grandes volúmenes. Por ejemplo, 6 aguacates pueden ser 6 cajas de , 3 cajas de , o 2 cajas de .
[bookmark: conclusión]Conclusión
La elección de cajas de 1, 2 y 3 aguacates es la solución más robusta para "Frutas del Sol" porque:
· Garantiza la capacidad de empaquetar *cualquier* número exacto de aguacates, desde 1 hasta las cantidades más grandes.
· Simplifica la logística al trabajar con números pequeños y consecutivos.
· Permite optimizar el uso de cajas según la cantidad, reduciendo el desperdicio de espacio y material.
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