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[bookmark: X568d0e17b337ca9981480d660a0cd5f5d846879]Casos Prácticos: Números Racionales e Irracionales
[bookmark: los-números-racionales]1. Los números racionales
[bookmark: X9fece60027e493ac805aaffb723388cd92634a7]Caso Práctico 1: La Gestión de Datos en la Empresa "EcoLogística"
La empresa "EcoLogística" está especializada en la optimización de rutas de entrega y la gestión de inventarios para supermercados, con un fuerte enfoque en la sostenibilidad. Recientemente, han implementado un nuevo sistema de recolección de datos que registra información variada sobre sus operaciones diarias. El equipo de análisis de datos se enfrenta al desafío de clasificar y procesar esta información de manera eficiente para tomar decisiones estratégicas.
Los datos recolectados incluyen:
· El número de camiones en la flota: 25.
· La temperatura promedio de los almacenes refrigerados en grados Celsius:  C.
· La proporción de entregas realizadas con vehículos eléctricos respecto al total: .
· El porcentaje de productos perecederos que se desechan semanalmente debido a caducidad: .
· El tiempo promedio de carga y descarga de un camión en horas:  horas.
· La variación en el precio del combustible en la última semana, expresada como una fracción del precio inicial: .
· El número de palés de un producto específico en el almacén: 120.
· La huella de carbono por kilómetro recorrido de un nuevo prototipo de camión eléctrico:  kg  CO.
· El factor de eficiencia energética de un nuevo sistema de iluminación: .
· La cantidad de residuos plásticos reciclados en toneladas métricas:  toneladas.
El equipo necesita clasificar estos números según su naturaleza (naturales, enteros, racionales) y, para los racionales, determinar su tipo de expresión decimal (exacta, periódica pura o periódica mixta). Además, deben justificar cómo esta clasificación puede influir en la precisión de los cálculos y en la comunicación de los resultados a los diferentes departamentos de la empresa.
[bookmark: actividades-de-desarrollo]Actividades de desarrollo:
1. Clasificación y Justificación: Clasifica cada uno de los datos proporcionados en el caso práctico como número natural, entero o racional. Para los números racionales, indica si su expresión decimal es exacta, periódica pura o periódica mixta, y justifica tu respuesta sin realizar la división si es posible.
1. Impacto en la Precisión: Selecciona dos datos racionales del caso práctico, uno con expresión decimal exacta y otro con expresión decimal periódica (pura o mixta). Explica cómo la naturaleza de su expresión decimal podría afectar la precisión de los cálculos si se usaran en operaciones complejas (por ejemplo, cálculo de costes o eficiencias) y cómo se podría mitigar este problema.
1. Comunicación de Datos: Imagina que debes presentar estos datos a la dirección de la empresa. ¿Cómo elegirías la forma más adecuada de representar cada número (fracción, decimal exacto, decimal aproximado) para asegurar una comunicación clara y precisa, considerando que algunos directivos prefieren porcentajes y otros valores exactos? Proporciona ejemplos concretos para al menos tres datos diferentes.
[bookmark: operaciones-con-números-racionales]

2. Operaciones con números racionales
[bookmark: X43a654d3e1a1612abe2bcd808c3a0d0f0313581]Caso Práctico 2: Optimización de Recetas en la Panadería "El Buen Horno"
"El Buen Horno" es una panadería artesanal que busca optimizar sus recetas para reducir el desperdicio y mejorar la consistencia de sus productos. El maestro panadero, Don Manuel, ha notado que algunas de sus recetas tradicionales, transmitidas de generación en generación, utilizan medidas que no siempre son fáciles de escalar o combinar, lo que a veces lleva a errores.
Una de sus recetas más populares, el "Pan de la Abuela", requiere las siguientes proporciones de ingredientes por cada kilogramo de harina:
· Agua:  de litro.
· Levadura:  de kilogramo.
· Sal:  de kilogramo.
· Azúcar:  de kilogramo.
· Aceite de oliva:  de litro.
Don Manuel recibe un pedido especial para una feria local que requiere preparar una cantidad de masa equivalente a  kilogramos de harina. Además, para una nueva línea de productos, quiere experimentar con una receta que combine  de la proporción de agua del "Pan de la Abuela" con  de la proporción de aceite de una nueva receta (que usa  de litro de aceite por kilogramo de harina) y  de la proporción de levadura de otra receta (que usa  de kilogramo de levadura por kilogramo de harina).
El desafío es calcular las cantidades exactas de cada ingrediente para el pedido especial y determinar la proporción final de agua, aceite y levadura en la nueva receta experimental, expresando todos los resultados como fracciones simplificadas y, si es útil, como decimales exactos.
[bookmark: actividades-de-desarrollo-1]Actividades de desarrollo:
1. Escalado de Recetas: Calcula la cantidad exacta de cada ingrediente (agua, levadura, sal, azúcar, aceite de oliva) necesaria para el pedido especial de  kilogramos de harina. Expresa cada cantidad como una fracción simplificada y como un número decimal.
1. Combinación de Proporciones: Determina la proporción final de agua, aceite y levadura por kilogramo de harina en la nueva receta experimental. Para el agua, usa  de la proporción del "Pan de la Abuela". Para el aceite, usa  de la proporción de la nueva receta (que es  de litro por kilogramo de harina). Para la levadura, usa  de la proporción de la otra receta (que es  de kilogramo por kilogramo de harina). Expresa el resultado de cada proporción como una fracción simplificada.
1. Análisis de Desperdicio: Si Don Manuel tiene  de kilogramo de sal y  de kilogramo de azúcar disponibles, y después de hacer el pedido especial (para  kg de harina) decide hacer una tanda adicional de "Pan de la Abuela" con  kilogramos de harina, ¿le será suficiente la sal y el azúcar restantes? Justifica tu respuesta con cálculos detallados.
[bookmark: los-números-decimales-como-fracción]

3. Los números decimales como fracción
[bookmark: Xf8047990e1eb11e3caaec4c43fe3ee22bf31bde]Caso Práctico 3: El Sistema de Medición de Calidad en "Textil Innova"
"Textil Innova" es una empresa líder en la fabricación de tejidos técnicos. Para garantizar la calidad de sus productos, utilizan un sistema de medición muy preciso que genera datos decimales. Sin embargo, para la programación de sus máquinas de corte y tejido, es fundamental que todas las medidas se expresen como fracciones exactas, ya que los decimales periódicos pueden introducir errores acumulativos en la producción a gran escala.
El departamento de control de calidad ha registrado las siguientes medidas críticas para un nuevo tipo de tejido:
· Grosor del hilo (en mm): 
· Densidad de la trama (en hilos/cm): 
· Coeficiente de elasticidad: 
· Porcentaje de encogimiento después del lavado: 
· Factor de resistencia a la tracción: 
El equipo de ingeniería necesita convertir todas estas medidas a su fracción generatriz para programar las máquinas. Además, deben realizar una operación combinada con algunas de estas fracciones para determinar un "índice de adaptabilidad" del tejido, que se calcula como:

El resultado de este índice también debe expresarse como una fracción simplificada.
[bookmark: actividades-de-desarrollo-2]Actividades de desarrollo:
1. Fracciones Generatrices: Convierte cada una de las medidas decimales proporcionadas (grosor del hilo, densidad de la trama, coeficiente de elasticidad, porcentaje de encogimiento, factor de resistencia a la tracción) a su fracción generatriz simplificada. Muestra el proceso para cada conversión.
1. Cálculo del Índice de Adaptabilidad: Utilizando las fracciones generatrices obtenidas en la actividad anterior, calcula el "índice de adaptabilidad" del tejido. Expresa el resultado final como una fracción simplificada.
1. Análisis de Sensibilidad: Si el grosor del hilo se midiera con un error y fuera  en lugar de , ¿cómo cambiaría su fracción generatriz? Explica si este pequeño cambio en la periodicidad tendría un impacto significativo en el cálculo del "índice de adaptabilidad" y por qué.
[bookmark: aproximaciones-y-errores]

4. Aproximaciones y errores
[bookmark: X308d7088862eef4e5fae1170a67dc46054be2ac]Caso Práctico 4: Control de Calidad en la Fabricación de Componentes Electrónicos
Una empresa de alta tecnología, "ElectroPrecisión", fabrica microcomponentes electrónicos donde la exactitud de las dimensiones es crítica. Un componente clave tiene una longitud ideal de  mm. Sin embargo, los instrumentos de medición tienen limitaciones y, en el proceso de producción, se obtienen valores aproximados.
En una inspección de rutina, se midieron tres componentes con los siguientes resultados:
· Componente A:  mm
· Componente B:  mm
· Componente C:  mm
El protocolo de calidad de "ElectroPrecisión" establece que el error relativo de cualquier componente no debe exceder el . El equipo de control de calidad necesita determinar si los componentes A, B y C cumplen con este requisito, y cuál de ellos es el más preciso. Además, deben analizar cómo diferentes métodos de aproximación (truncamiento y redondeo) a distintas cifras significativas pueden afectar la percepción de la calidad del componente.
[bookmark: actividades-de-desarrollo-3]Actividades de desarrollo:
1. Análisis de Errores para Componentes: Para cada uno de los componentes (A, B y C), calcula el error absoluto, el error relativo y el porcentaje de error con respecto a la longitud ideal ( mm). Redondea los errores relativos a seis cifras decimales y los porcentajes de error a cuatro cifras decimales. Determina si cada componente cumple con el requisito de calidad del  de error relativo.
1. Impacto de Truncamiento y Redondeo: Considera la longitud ideal del componente ( mm).
· Trunca este valor a la milésima y calcula el error absoluto y relativo de esta aproximación.
· Redondea este valor a la milésima y calcula el error absoluto y relativo de esta aproximación.
· Compara los resultados y explica cuál método de aproximación (truncamiento o redondeo) es generalmente preferible en contextos de precisión y por qué.
1. Tolerancia y Decisión: Si el ingeniero de producción tuviera que decidir rápidamente si un componente con una medida de  mm es aceptable, basándose solo en una aproximación a la centésima, ¿qué valor usaría si truncara y qué valor si redondeara? ¿Cómo afectaría esta elección a la decisión de aceptar o rechazar el componente si el error relativo máximo permitido fuera del ? Justifica tu respuesta.
[bookmark: los-números-irracionales]

5. Los números irracionales
[bookmark: X3d9631ef22b54936a6b39a523da3769064d69a8]Caso Práctico 5: Diseño de Jardines Geométricos en "Verde Armonía"
"Verde Armonía" es una empresa de paisajismo conocida por sus diseños innovadores que incorporan formas geométricas complejas. Para un nuevo proyecto de jardín botánico, se les ha encargado diseñar varias áreas temáticas basadas en proporciones y dimensiones que involucran números irracionales.
Uno de los diseños incluye un camino en espiral logarítmica, cuya construcción requiere el uso de segmentos de longitud , ,  y  metros. Otro diseño contempla un estanque circular con un diámetro que, al ser dividido por la longitud de un puente recto que lo cruza, debe aproximarse al número áureo (). Finalmente, una escultura central se basa en la relación entre su altura y el perímetro de su base, que debe ser .
El equipo de diseño necesita realizar cálculos precisos para la construcción, lo que implica operar con estos números irracionales. Deben determinar las longitudes exactas de los segmentos del camino, calcular el área del estanque y la altura de la escultura, y justificar por qué es importante mantener la forma irracional en los cálculos intermedios.
[bookmark: actividades-de-desarrollo-4]
Actividades de desarrollo:
1. Construcción de Segmentos Irracionales: Describe cómo representarías gráficamente en una recta real los segmentos de longitud  y  metros, utilizando únicamente una regla y un compás. Explica el teorema matemático que sustenta tu método.
1. Operaciones con Irracionales para el Camino: Para el camino en espiral, se necesita una longitud total que es la suma de los segmentos , ,  y . Sin usar una calculadora, simplifica la expresión  extrayendo factores de los radicales cuando sea posible. Luego, estima el valor numérico de la suma con una precisión de dos cifras decimales, explicando tu método de estimación.
1. Diseño del Estanque y la Escultura:
· Si el puente recto que cruza el estanque mide  metros y el diámetro del estanque debe mantener la proporción áurea con respecto a la longitud del puente (es decir, ), calcula el diámetro exacto del estanque. Luego, calcula el área del estanque, expresando el resultado en términos de  y .
· Para la escultura central, si el perímetro de su base circular es  metros, ¿cuál debe ser su altura si la relación entre la altura y el perímetro de la base debe ser ? Expresa la altura de la escultura de forma exacta.
[bookmark: Xfbce3c43dfb250a298ab56cf46f77d455a0a014]

Soluciones de las Actividades de Desarrollo
[bookmark: los-números-racionales-1]1. Los números racionales
[bookmark: actividades-de-desarrollo-5]Actividades de desarrollo:
1. Clasificación y Justificación:
· Número de camiones en la flota: 25.
· Clasificación: Natural, Entero, Racional.
· Justificación: Es un número entero positivo, por lo tanto, es natural. Todo natural es entero, y todo entero es racional (se puede expresar como ). Su expresión decimal es exacta ().
· Temperatura promedio de los almacenes refrigerados:  C.
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es un número decimal exacto, ya que tiene un número finito de cifras decimales. Se puede expresar como la fracción . No es natural ni entero por tener parte decimal y ser negativo.
· Proporción de entregas con vehículos eléctricos: .
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es una fracción de enteros. Para determinar su tipo decimal, observamos el denominador . Como  no tiene factores primos  o , su expresión decimal será periódica pura. ().
· Porcentaje de productos perecederos desechados: .
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es un decimal periódico mixto (). Se puede expresar como fracción generatriz. El  es  en valor absoluto.


· Tiempo promedio de carga y descarga:  horas.
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es un decimal exacto ().
· Variación en el precio del combustible: .
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es una fracción de enteros. El denominador  solo tiene como factor primo el , por lo que su expresión decimal es exacta ().
· Número de palés de un producto: 120.
· Clasificación: Natural, Entero, Racional.
· Justificación: Es un número entero positivo, por lo tanto, es natural. Su expresión decimal es exacta ().
· Huella de carbono por kilómetro:  kg  CO.
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es un decimal periódico mixto (). Se puede expresar como fracción generatriz.
· Factor de eficiencia energética: .
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es un decimal exacto ().
· Cantidad de residuos plásticos reciclados:  toneladas.
· Clasificación: Racional.
· Justificación: Es un decimal periódico puro (). Se puede expresar como fracción generatriz.
· Impacto en la Precisión:
· Dato decimal exacto: Por ejemplo, la temperatura promedio de  C (que es ). Al ser un decimal exacto, su representación fraccionaria es finita y no introduce errores de redondeo si se usa en cálculos. Si se multiplica por otro número, el resultado será exacto o un decimal exacto. La precisión es total si se trabaja con la fracción.
· Dato decimal periódico: Por ejemplo, la proporción de entregas con vehículos eléctricos  (). Si se usa la forma decimal  (o cualquier truncamiento/redondeo), se introduce un error de aproximación. En cálculos complejos, este error se puede acumular y llevar a resultados significativamente diferentes del valor real. Para mitigar esto, se debe trabajar con la fracción  en todos los cálculos intermedios y solo convertir a decimal al final, si es necesario, y con la precisión requerida.
· Comunicación de Datos:
· Número de camiones en la flota: 25. Se comunicaría como "25 camiones". Es un número natural y exacto, no requiere más.
· Proporción de entregas con vehículos eléctricos: . A la dirección, que prefiere porcentajes, se podría comunicar como "aproximadamente  de las entregas se realizan con vehículos eléctricos". Si se necesita exactitud para ingeniería, se usaría la fracción .
· Cantidad de residuos plásticos reciclados:  toneladas. Para la dirección, se podría redondear a "aproximadamente  toneladas" o "más de  toneladas". Para informes técnicos, se usaría la fracción generatriz  para mantener la exactitud.
[bookmark: operaciones-con-números-racionales-1]

2. Operaciones con números racionales
[bookmark: actividades-de-desarrollo-6]Actividades de desarrollo:
1. Escalado de Recetas: Para  kg de harina (que es  kg):
· Agua: .
· Levadura: .
· Sal: .
· Azúcar: .
· Aceite de oliva: .
1. Combinación de Proporciones:
· Proporción de agua:  de litro por kilogramo de harina.
· Proporción de aceite:  de litro por kilogramo de harina.
· Proporción de levadura:  de kilogramo por kilogramo de harina.
1. Análisis de Desperdicio:
· Sal necesaria para el pedido especial:  kg.
· Azúcar necesaria para el pedido especial:  kg.
· Sal restante: . ¡No es suficiente!
· Azúcar restante: . ¡No es suficiente!
· Para la tanda adicional de  kg de harina ( kg):
· Sal necesaria:  kg.
· Azúcar necesaria:  kg.
· Conclusión: Don Manuel no tiene suficiente sal ni azúcar para el pedido especial, y mucho menos para una tanda adicional. Necesitará comprar más de ambos ingredientes.
[bookmark: los-números-decimales-como-fracción-1]

3. Los números decimales como fracción
[bookmark: actividades-de-desarrollo-7]Actividades de desarrollo:
1. Fracciones Generatrices:
· Grosor del hilo: . (Decimal exacto)
· Densidad de la trama: . Sea .    . (Periódico puro)
· Coeficiente de elasticidad: . Sea .     . (Periódico mixto)
· Porcentaje de encogimiento: . (Decimal exacto)
· Factor de resistencia a la tracción: . Sea .     . (Periódico mixto)
1. Cálculo del Índice de Adaptabilidad: Índice de adaptabilidad =  Sustituyendo las fracciones:

· Primero el numerador de la fracción principal:

· Ahora la división:

· Simplificando  dividiendo por : .

· Finalmente, la suma:

· Para sumar, necesitamos un denominador común. . . .


· Esta fracción es el índice de adaptabilidad. (No se puede simplificar más ya que  y  no tienen factores comunes obvios).
1. Análisis de Sensibilidad: Si el grosor del hilo fuera : Sea .     . La fracción generatriz cambiaría de  a . . . Este es un cambio pequeño en el valor (una diferencia de ). El impacto en el "índice de adaptabilidad" sería significativo en la precisión final. Aunque la diferencia en el grosor del hilo es pequeña, al estar en el numerador de una fracción que luego se divide por otro número y se suma, los errores pueden propagarse. En la fabricación de microcomponentes, incluso pequeñas variaciones pueden llevar a fallos funcionales. Por lo tanto, es crucial usar la fracción generatriz correcta para cada medida y evitar cualquier aproximación decimal hasta el resultado final, si es que se requiere una forma decimal.
[bookmark: aproximaciones-y-errores-1]

4. Aproximaciones y errores
[bookmark: actividades-de-desarrollo-8]Actividades de desarrollo:
1. Análisis de Errores para Componentes: Longitud ideal () =  mm.
· Componente A:  mm
· Error absoluto ():  mm.
· Error relativo (): .
· Porcentaje de error: .
· Cumple requisito (): Sí, .
· Componente B:  mm
· Error absoluto ():  mm.
· Error relativo (): .
· Porcentaje de error: .
· Cumple requisito (): Sí, .
· Componente C:  mm
· Error absoluto ():  mm.
· Error relativo (): .
· Porcentaje de error: .
· Cumple requisito (): Sí, .
· El componente C es el más preciso, ya que tiene el menor error relativo y porcentaje de error.
1. Impacto de Truncamiento y Redondeo: Longitud ideal () =  mm.
· Truncamiento a la milésima (tres cifras decimales):
· Valor truncado ():  mm.
· Error absoluto ():  mm.
· Error relativo (): .
· Redondeo a la milésima (tres cifras decimales):
· La cuarta cifra decimal es  (mayor o igual que ), por lo que se redondea por exceso.
· Valor redondeado ():  mm.
· Error absoluto ():  mm.
· Error relativo (): .
· Comparación: El redondeo a la milésima ( mm) resulta en un error absoluto y relativo menor que el truncamiento a la milésima ( mm). Generalmente, el redondeo es preferible en contextos de precisión porque busca el valor más cercano al original, minimizando el error. El truncamiento siempre aproxima por defecto, lo que puede ser útil en algunos contextos (ej. seguridad, límites inferiores), pero no siempre es el más preciso.
1. Tolerancia y Decisión: Componente con medida  mm. Error relativo máximo permitido: .
· Aproximación a la centésima por truncamiento:
· Valor truncado:  mm.
· Error absoluto:  mm.
· Error relativo: .
· Porcentaje de error: .
· Decisión: , por lo tanto, el componente sería aceptado.
· Aproximación a la centésima por redondeo:
· La tercera cifra decimal es , por lo que se redondea por exceso.
· Valor redondeado:  mm.
· Error absoluto:  mm.
· Error relativo: .
· Porcentaje de error: .
· Decisión: , por lo tanto, el componente sería aceptado.
· En este caso particular, tanto el truncamiento como el redondeo a la centésima dan el mismo error absoluto y relativo (porque la cifra a partir de la cual se aproxima es , lo que hace que el redondeo por exceso sea simétrico al truncamiento en términos de magnitud de error para este punto medio). Ambos métodos llevarían a la aceptación del componente. Sin embargo, es crucial entender que esto no siempre ocurre. Si la medida fuera  mm, el redondeo sería  (error ) y el truncamiento  (error ). Si fuera  mm, el redondeo sería  (error ) y el truncamiento  (error ). La elección del método de aproximación puede cambiar la decisión de aceptación o rechazo si el error calculado se acerca mucho al límite de tolerancia.
[bookmark: los-números-irracionales-1]

5. Los números irracionales
[bookmark: actividades-de-desarrollo-9]Actividades de desarrollo:
1. Construcción de Segmentos Irracionales: El método se basa en el Teorema de Pitágoras ().
· Representar :
0. Dibuja una recta numérica y marca el punto .
0. Desde , mide  unidad hacia la derecha (cateto ).
0. En el punto , traza una perpendicular de  unidad de longitud hacia arriba (cateto ).
0. Une el punto  con el extremo superior de la perpendicular. Esta hipotenusa tiene una longitud de  unidades.
0. Con un compás, centra en  y abre hasta la longitud de la hipotenusa. Traza un arco que corte la recta numérica. El punto de corte es .
· Representar : Podemos expresar  como  o como  o . La forma más sencilla es .
0. Dibuja una recta numérica y marca el punto .
0. Desde , mide  unidades hacia la derecha (cateto ).
0. En el punto , traza una perpendicular de  unidades de longitud hacia arriba (cateto ).
0. Une el punto  con el extremo superior de la perpendicular. Esta hipotenusa tiene una longitud de  unidades.
0. Con un compás, centra en  y abre hasta la longitud de la hipotenusa. Traza un arco que corte la recta numérica. El punto de corte es .
1. Operaciones con Irracionales para el Camino: La expresión es . Simplificamos : . La expresión se convierte en: . Agrupando términos semejantes: . Estimación del valor numérico (a dos cifras decimales):    Sustituyendo: . La longitud total estimada es aproximadamente  metros.
1. Diseño del Estanque y la Escultura:
· Estanque: Longitud del puente =  metros. Relación áurea .  metros. El radio () del estanque es la mitad del diámetro:  metros. El área del estanque es .

· Calculamos .

· Escultura: Perímetro de la base () =  metros. La relación entre la altura () y el perímetro de la base es : . .  metros. La altura de la escultura es  metros.
[image: Imagen que contiene Logotipo
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