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[bookmark: Xf5c60807bfa9a28f35bb85e7c62b5d2e9c37aff]Casos Prácticos y Actividades de Desarrollo
[bookmark: el-problema-de-la-recta-tangente]1. El problema de la recta tangente
[bookmark: caso-práctico-diseño-de-una-montaña-rusa]Caso Práctico: Diseño de una Montaña Rusa
Un equipo de ingenieros está diseñando una nueva montaña rusa. Una sección crucial del recorrido se modela mediante la función , donde  representa la distancia horizontal en metros desde el inicio de la sección y  la altura en metros. En el punto , la vagoneta debe entrar en una sección de frenado de emergencia. Para garantizar la seguridad, es vital que la inclinación de la vía en ese punto sea suave y predecible. Los ingenieros necesitan determinar la pendiente exacta de la vía en  para calibrar el sistema de frenado y asegurar que la transición sea fluida. Además, quieren explorar cómo una pequeña variación en el punto de entrada al frenado afectaría esta inclinación.
1. Análisis de la Inclinación: Utiliza la definición de la derivada para calcular la pendiente de la recta tangente a la función  en el punto . Explica qué representa esta pendiente en el contexto del diseño de la montaña rusa.
1. Impacto de la Variación: Si el punto de entrada al frenado se moviera ligeramente a  metros, ¿cómo cambiaría la pendiente? Compara este valor con la pendiente en  y argumenta sobre la sensibilidad del diseño a pequeñas variaciones.
1. Estrategias de Diseño: Propón al menos dos estrategias de diseño alternativas para esta sección de la montaña rusa que podrían ofrecer una mayor flexibilidad o seguridad en la transición al frenado, considerando la importancia de la pendiente. Justifica tus propuestas.
[bookmark: derivada-de-una-función]2. Derivada de una función
[bookmark: Xba88195706cae791226607bb5f1af43331ea421]Caso Práctico: Optimización de la Producción Agrícola
Una empresa agrícola ha desarrollado un nuevo fertilizante. La producción de un cultivo específico, en toneladas, en función de la cantidad de fertilizante aplicado,  (en kilogramos), se modela por la función , para . La empresa busca entender cómo la tasa de cambio de la producción varía con la cantidad de fertilizante. En particular, les interesa el punto donde la aplicación de fertilizante es de  kg.
1. Tasa de Cambio Instantánea: Calcula la derivada de la función  en  utilizando la definición de la derivada. Interpreta el resultado en términos de la producción agrícola.
1. Análisis Marginal: Explica qué significa que la derivada sea positiva o negativa en diferentes rangos de aplicación de fertilizante. ¿Qué implicaciones tiene esto para la toma de decisiones de la empresa?
1. Decisión Estratégica: Si el coste del fertilizante aumenta significativamente, ¿cómo podría la empresa utilizar la información de la derivada para ajustar su estrategia de aplicación y mantener la rentabilidad? Propón una justificación basada en el concepto de derivada.
[bookmark: tasas-de-variación]3. Tasas de variación
[bookmark: Xd5b81f971dd28f51c22d39198eb3df2b84f1361]Caso Práctico: Análisis de la Inversión en Criptomonedas
Un inversor está siguiendo el valor de una nueva criptomoneda. El precio de la criptomoneda, en euros, en función del tiempo  (en días) desde su lanzamiento, se modela por . El inversor quiere analizar el rendimiento de su inversión en los primeros 10 días.
1. Rendimiento Promedio: Calcula la tasa de variación media del precio de la criptomoneda en los intervalos  y  días. Compara ambos resultados y explica qué indican sobre el comportamiento del precio.
1. Rendimiento Instantáneo: Determina la tasa de variación instantánea del precio en  días. ¿Cómo se relaciona este valor con las tasas de variación media calculadas en la actividad anterior?
1. Decisión de Inversión: Basado en el análisis de las tasas de variación, ¿qué consejo le darías al inversor sobre el momento óptimo para vender o comprar más criptomonedas si su objetivo es maximizar las ganancias a corto plazo? Considera diferentes escenarios y justifica tu respuesta.
[bookmark: técnicas-de-derivación]4. Técnicas de derivación
[bookmark: X0c6d451bcbdccac6f94f6966a697917ca9ac131]Caso Práctico: Modelado de Costes de Producción
Una fábrica de componentes electrónicos tiene una función de coste total  para producir  unidades, dada por . La empresa necesita calcular el coste marginal (la derivada del coste total) para diferentes niveles de producción y entender cómo los costes cambian.
1. Cálculo del Coste Marginal: Utiliza las reglas de derivación (potencia, suma, constante por función) para encontrar la función de coste marginal .
1. Análisis de Eficiencia: Calcula el coste marginal cuando se producen  unidades y cuando se producen  unidades. Explica qué significan estos valores para la eficiencia de la producción. ¿En qué punto la producción adicional se vuelve más cara?
1. Estrategias de Precios: Si la empresa quiere fijar un precio que cubra al menos el coste marginal de la última unidad producida, ¿cómo podría usar esta información para establecer precios competitivos? Propón un ejemplo de cómo el coste marginal podría influir en una decisión de precios para un nuevo lote de producción.
[bookmark: X0ec19ff0a9558110171c5bbb3b3e4b42d0fbbfa]5. Regla de la cadena o derivación compuesta
[bookmark: X57a97aeee2c7ae5dea756609d52a9437a03e49d]Caso Práctico: Propagación de Contaminantes en un Lago
Un lago ha sido contaminado por un vertido. La concentración de contaminante en el agua,  (en partes por millón), varía con el tiempo  (en semanas) según la función . Sin embargo, la toxicidad del contaminante para la fauna local, , no depende directamente del tiempo, sino de la concentración , y se modela por . Las autoridades ambientales necesitan saber a qué ritmo cambia la toxicidad con el tiempo para evaluar el impacto ecológico.
1. Ritmo de Cambio de Toxicidad: Utiliza la regla de la cadena para calcular la derivada de la toxicidad con respecto al tiempo, .
1. Evaluación del Impacto: Calcula el ritmo de cambio de la toxicidad a las  semanas y a las  semanas. Interpreta los resultados y explica qué indican sobre la evolución del riesgo ambiental.
1. Medidas de Mitigación: Si se introduce un nuevo sistema de filtración que altera la función de concentración a , ¿cómo afectaría esto al ritmo de cambio de la toxicidad? Argumenta si esta medida sería efectiva para reducir el impacto más rápidamente.
[bookmark: Xc01fe784a123ddaa571b5b2809c3cca4d1813fb]6. Derivada de las funciones logarítmica y exponencial
[bookmark: X211b57e4bd7e7f3b17b5772d2912291441520dc]Caso Práctico: Crecimiento de la Población Bacteriana
En un laboratorio, se estudia el crecimiento de una colonia bacteriana. El número de bacterias, , en millones, después de  horas, se modela por la función . Los científicos necesitan entender la velocidad de crecimiento de la colonia y cómo esta velocidad cambia con el tiempo.
1. Velocidad de Crecimiento: Calcula la derivada de la función  para encontrar la velocidad de crecimiento de la población bacteriana.
1. Análisis Temporal: Determina la velocidad de crecimiento a las  horas (inicio del experimento) y a las  horas. Compara estos valores y explica qué indican sobre la dinámica de la población.
1. Control de Crecimiento: Si se introduce un antibiótico que cambia el modelo de crecimiento a  (una función exponencial multiplicada por otra), ¿cómo se modificaría la velocidad de crecimiento? ¿En qué momento la velocidad de crecimiento sería máxima o mínima? Justifica tu respuesta.
[bookmark: Xfc99ba9d512d3f09ac9a158deef8facbaf29a18]7. Derivada de las funciones trigonométricas
[bookmark: caso-práctico-modelado-de-las-mareas]Caso Práctico: Modelado de las Mareas
La altura del agua en un puerto,  en metros, con respecto al nivel medio del mar, se modela por la función , donde  es el tiempo en horas desde la marea alta. Los ingenieros portuarios necesitan conocer la velocidad a la que cambia la altura del agua para planificar las operaciones de carga y descarga de barcos.
1. Velocidad de la Marea: Calcula la derivada de la función  para obtener la velocidad de cambio de la altura del agua.
1. Momentos Críticos: Determina la velocidad de la marea a las  horas (marea alta),  horas (nivel medio) y  horas (marea baja). Explica qué significan estos valores en el contexto de las mareas.
1. Seguridad Portuaria: Si un barco necesita un mínimo de 1,5 metros de profundidad para entrar al puerto y la marea alta es el único momento en que se supera esta profundidad, ¿cómo usarías la derivada para determinar el intervalo de tiempo seguro para la entrada del barco? Considera que la función modela la altura sobre el nivel medio del mar.
[bookmark: funciones-crecientes-y-decrecientes]8. Funciones crecientes y decrecientes
[bookmark: caso-práctico-rendimiento-de-un-empleado]Caso Práctico: Rendimiento de un Empleado
El rendimiento de un nuevo empleado en una tarea específica se mide por el número de unidades producidas por hora, , donde  es el número de semanas que lleva en el puesto. La función que modela su rendimiento es , para . La gerencia quiere evaluar el progreso del empleado y determinar en qué periodos su rendimiento mejora o empeora.
1. Análisis de Rendimiento: Calcula la derivada de  y úsala para determinar los intervalos de tiempo en los que el rendimiento del empleado es creciente o decreciente.
1. Puntos Críticos: Identifica los puntos críticos de la función de rendimiento. ¿Qué significan estos puntos en términos del desarrollo del empleado?
1. Plan de Formación: Basado en el análisis de crecimiento y decrecimiento, ¿qué recomendaciones le darías a la gerencia para optimizar el plan de formación del empleado? Considera si es necesario intervenir en algún momento y por qué.
[bookmark: extremos-relativos]9. Extremos relativos
[bookmark: Xefc293b125ae6a0084973a902a9032b1f6a79d0]Caso Práctico: Diseño de un Envase de Cartón
Una empresa de embalajes necesita diseñar una caja de cartón sin tapa a partir de una lámina cuadrada de 20 cm de lado. Para ello, se cortan cuadrados idénticos en cada una de las cuatro esquinas y se doblan los lados hacia arriba. El objetivo es maximizar el volumen de la caja.
1. Función de Volumen: Define la función de volumen  en términos del lado  de los cuadrados que se cortan en las esquinas. Determina el dominio práctico de esta función.
1. Identificación de Extremos: Calcula la derivada de  y encuentra los puntos críticos. Utiliza el criterio de la primera derivada para determinar si estos puntos corresponden a máximos o mínimos relativos.
1. Dimensiones Óptimas: ¿Cuáles deben ser las dimensiones de los cuadrados a cortar para obtener el máximo volumen? ¿Cuál es el volumen máximo resultante? Argumenta tu respuesta basándote en el análisis de los extremos relativos.
[bookmark: máximos-y-mínimos-absolutos]10. Máximos y mínimos absolutos
[bookmark: X050da55867948918485b5d905c854e6100f098d]Caso Práctico: Gestión de Inventario en un Almacén
Un almacén gestiona el inventario de un producto perecedero. El beneficio diario, , en cientos de euros, por mantener  unidades en inventario, se modela por la función , para . El gerente necesita determinar la cantidad de unidades que debe mantener en inventario para maximizar el beneficio diario y también identificar el beneficio mínimo posible dentro de este rango.
1. Análisis de Beneficio: Calcula la derivada de  y encuentra los puntos críticos.
1. Extremos Absolutos: Evalúa la función de beneficio en los puntos críticos y en los extremos del intervalo . Determina la cantidad de unidades que maximiza el beneficio y el beneficio máximo, así como la cantidad que minimiza el beneficio y el beneficio mínimo.
1. Decisión de Inventario: Basado en el análisis de los extremos absolutos, ¿qué recomendación le darías al gerente sobre la gestión de inventario? ¿Existen factores externos (como la demanda o el coste de almacenamiento) que podrían hacer que la estrategia óptima varíe?
[bookmark: concavidad-y-puntos-de-inflexión]11. Concavidad y puntos de inflexión
[bookmark: Xe0481d2cd368c90ac36652635da19e4cbeba76a]Caso Práctico: Curva de Aprendizaje de un Robot Industrial
Una empresa de robótica está desarrollando un robot industrial. La eficiencia de aprendizaje del robot, , medida en tareas completadas por hora, en función del tiempo de entrenamiento  (en días), se modela por , para . Los ingenieros quieren identificar los periodos en los que la tasa de mejora del robot cambia (puntos de inflexión) y si su aprendizaje se acelera o desacelera.
1. Análisis de Curvatura: Calcula la segunda derivada de  y úsala para determinar los intervalos de concavidad y convexidad de la función de eficiencia.
1. Puntos de Inflexión: Identifica los puntos de inflexión de la función . Explica qué significan estos puntos en el contexto del aprendizaje del robot.
1. Optimización del Entrenamiento: Basado en el análisis de concavidad y puntos de inflexión, ¿qué recomendaciones le darías a los ingenieros para optimizar el programa de entrenamiento del robot? ¿En qué momentos el entrenamiento es más efectivo o menos efectivo para mejorar la tasa de mejora?
[bookmark: representación-gráfica-de-funciones]12. Representación gráfica de funciones
[bookmark: Xf64ecce3719590206047a2927666db6cb54d37a]Caso Práctico: Análisis de la Popularidad de un Producto Online
Una empresa de marketing digital lanza un nuevo producto. La popularidad del producto, medida por el número de menciones en redes sociales (en miles), , en función del tiempo  (en semanas) desde el lanzamiento, se modela por la función . La empresa necesita una comprensión visual completa de cómo evoluciona la popularidad para planificar futuras campañas.
1. Elementos Clave para el Gráfico: Determina el dominio, los puntos de corte con los ejes, las simetrías y las asíntotas de la función .
1. Crecimiento y Curvatura: Calcula la primera y segunda derivada de . Utiliza esta información para encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los intervalos de concavidad y convexidad, y los puntos de inflexión.
1. Estrategia de Marketing: Con toda la información recopilada, esboza la gráfica de . Basado en la forma de la curva, ¿qué estrategia de marketing recomendarías para mantener o aumentar la popularidad del producto a largo plazo? Considera los momentos de mayor y menor crecimiento.
[bookmark: problemas-de-optimización]13. Problemas de optimización
[bookmark: Xd3438c9267f073164ee5919c450436781b6d09d]Caso Práctico: Diseño de un Canal de Riego
Un agricultor desea construir un canal de riego con una sección transversal en forma de trapecio isósceles. La base inferior del trapecio y los lados inclinados deben tener una longitud de 1 metro cada uno. El objetivo es maximizar el área de la sección transversal para que el canal pueda transportar la mayor cantidad de agua posible.
1. Función a Optimizar: Dibuja un esquema del trapecio y define el área de la sección transversal en función de un ángulo  (o una altura , o la base superior ). Identifica el dominio de la variable elegida.
1. Optimización del Área: Utiliza las técnicas de derivación para encontrar el valor de la variable que maximiza el área de la sección transversal.
1. Dimensiones y Capacidad: Determina las dimensiones del trapecio que maximizan el área y calcula el área máxima. Argumenta sobre la importancia de este diseño para la eficiencia del riego y si hay otras consideraciones prácticas que el agricultor debería tener en cuenta.
[bookmark: regla-de-lhôpital]14. Regla de L’Hôpital
[bookmark: X2a4bbbadafe0416c68b4f0c0cd542dd33bc1149]Caso Práctico: Análisis de la Eficiencia de un Proceso Químico
En un proceso químico, la eficiencia de una reacción, , depende de la concentración de un catalizador . Sin embargo, a concentraciones muy bajas o muy altas, la función de eficiencia se vuelve indeterminada. Los ingenieros han modelado la eficiencia cerca de  y  con las siguientes expresiones:
· Cerca de : 
· Cerca de : 
Necesitan determinar los valores límite de la eficiencia en estos puntos críticos para entender el comportamiento del proceso.
1. Eficiencia en Baja Concentración: Calcula  utilizando la regla de L’Hôpital. Explica qué significa este resultado para la eficiencia del proceso con concentraciones muy bajas del catalizador.
1. Eficiencia en Concentración Específica: Calcula  utilizando la regla de L’Hôpital. Interpreta este valor en el contexto del proceso químico.
1. Recomendaciones de Proceso: Basado en los límites calculados, ¿qué recomendaciones harías a los ingenieros sobre el uso del catalizador? ¿Hay alguna concentración que deba evitarse o preferirse? Justifica tu respuesta considerando la estabilidad y la eficiencia del proceso.
[bookmark: soluciones-de-las-actividades]Soluciones de las Actividades
[bookmark: el-problema-de-la-recta-tangente-1]1. El problema de la recta tangente
1. Análisis de la Inclinación: La función es . Para calcular la pendiente en  usando la definición de la derivada:

· Primero, calculamos : . Entonces, . Ahora, calculamos  de forma general para luego evaluar en : . Evaluando en : . La pendiente de la recta tangente en  es . Esto significa que en el punto , la vía de la montaña rusa tiene una inclinación descendente de  (ya que ). Es una inclinación suave, lo que es deseable para una sección de frenado.
1. Impacto de la Variación: Si el punto de entrada al frenado se mueve a  metros, calculamos : . La pendiente cambia de  a . Esta es una variación muy pequeña (de ). Esto indica que el diseño es relativamente insensible a pequeñas variaciones en el punto de entrada al frenado, lo cual es una buena característica para la estabilidad y seguridad.
1. Estrategias de Diseño:
· Diseño con una sección de transición lineal: En lugar de que la curva  se extienda directamente al punto de frenado, se podría diseñar una pequeña sección de transición lineal (una recta) que conecte la curva con el sistema de frenado. Esta recta tendría una pendiente constante y conocida, lo que simplificaría la calibración del frenado y reduciría la sensibilidad a pequeñas variaciones en el punto de conexión. La pendiente de esta recta se igualaría a la pendiente de la curva en el punto de unión.
· Uso de una función de vía con derivada segunda controlada: Para una mayor suavidad, los ingenieros podrían buscar funciones  cuya derivada segunda (concavidad) también sea controlable en el punto de frenado. Un punto de inflexión en la zona de frenado, por ejemplo, podría indicar un cambio en la curvatura que podría ser indeseable. Al asegurar que la segunda derivada sea cercana a cero o constante en esa región, se garantizaría una transición aún más suave, minimizando las fuerzas G inesperadas sobre los pasajeros.
[bookmark: derivada-de-una-función-1]2. Derivada de una función
44. Tasa de Cambio Instantánea: La función de producción es . Para calcular la derivada en  utilizando la definición:

· Primero, calculamos la derivada general : . Evaluando en : . El resultado  significa que cuando se aplican  kg de fertilizante, la producción está aumentando a una tasa de  tonelada por cada kilogramo adicional de fertilizante. Es decir, el "rendimiento marginal" del fertilizante en ese punto es de 1 tonelada/kg.
44. Análisis Marginal: La derivada .
· Si : . Esto significa que para cantidades de fertilizante menores a  kg, la producción aumenta con cada kilogramo adicional de fertilizante.
· Si : . Esto indica que para cantidades de fertilizante mayores a  kg, la producción disminuiría con cada kilogramo adicional, lo que podría deberse a un exceso de fertilizante.
· Si : . En este punto, la producción alcanza un máximo (o un mínimo, pero en este caso es un máximo por la forma de la parábola).
· Para la empresa, esto implica que debe aplicar fertilizante hasta un máximo de  kg para maximizar la producción. Aplicar más de  kg sería contraproducente.
44. Decisión Estratégica: Si el coste del fertilizante aumenta, la empresa debe ser más cuidadosa con la cantidad aplicada.
· Estrategia 1: Maximizar la producción neta (producción menos coste): La empresa no solo debe buscar la máxima producción, sino la máxima rentabilidad. Si el coste del fertilizante es  por kilogramo, y el precio de venta del cultivo es  por tonelada, el beneficio sería . La empresa debería derivar esta nueva función de beneficio e igualarla a cero para encontrar el  óptimo. Es probable que este  óptimo sea menor que  kg si el coste del fertilizante es alto.
· Estrategia 2: Análisis de umbral de rentabilidad: La empresa podría establecer un umbral de rentabilidad, por ejemplo, que cada kilogramo adicional de fertilizante debe generar al menos  euros de valor en el cultivo. Esto se traduciría en buscar un  tal que . Si , entonces el coste marginal del fertilizante supera el ingreso marginal del cultivo, y no sería rentable añadir más.
· La justificación se basa en que la derivada permite cuantificar el "retorno" de cada unidad adicional de fertilizante. Si el coste de esa unidad adicional supera su retorno, no es eficiente aplicarla.
[bookmark: tasas-de-variación-1]3. Tasas de variación
2. Rendimiento Promedio: La función de valor es .
· Intervalo  días:  € TVM €/día.
· Intervalo  días:  € TVM €/día.
· Comparación: La tasa de variación media es mayor en el segundo intervalo ( €/día) que en el primero ( €/día). Esto indica que el precio de la criptomoneda está acelerando su crecimiento, es decir, está aumentando más rápidamente en el segundo periodo.
2. Rendimiento Instantáneo: Para la tasa de variación instantánea, necesitamos la derivada : . En  días:  €/día. Este valor de  €/día se encuentra entre las dos tasas de variación media calculadas ( €/día y  €/día), lo cual es coherente, ya que la tasa instantánea en  es el límite de las tasas medias alrededor de ese punto. Indica la velocidad exacta de cambio del precio en ese instante.
2. Decisión de Inversión: El inversor busca maximizar las ganancias a corto plazo.
· Estrategia 1: Vender cuando la tasa de crecimiento se ralentice: Si el inversor cree que el crecimiento no puede sostenerse indefinidamente, podría considerar vender cuando la tasa de variación instantánea comience a disminuir. Para ello, necesitaría analizar la segunda derivada . Dado que , la tasa de crecimiento siempre está aumentando, lo que sugiere que el precio está acelerando su subida. En este modelo, no hay un punto donde el crecimiento se ralentice.
· Estrategia 2: Comprar si el crecimiento es fuerte y vender en un objetivo de precio: Dado que la tasa de variación instantánea es positiva y creciente (), el precio de la criptomoneda está en una fase de aceleración. Si el inversor ya posee la criptomoneda, la recomendación sería mantenerla o incluso comprar más si su objetivo es el crecimiento a corto plazo, ya que el valor está aumentando a un ritmo cada vez mayor. Si tiene un objetivo de precio, debería esperar a alcanzarlo, ya que el modelo no muestra desaceleración.
· Estrategia 3: Diversificación y gestión de riesgos: Aunque el modelo muestra un crecimiento continuo, en la realidad, las criptomonedas son volátiles. Un inversor con altas capacidades debería considerar que este modelo es una simplificación. Podría usar la derivada para identificar periodos de fuerte crecimiento, pero también debería establecer límites de pérdida y ganancia, y diversificar su cartera para mitigar riesgos.
· La justificación se basa en que la derivada indica la dirección y la magnitud del cambio. Un crecimiento acelerado sugiere que el activo es atractivo para mantener o comprar, mientras que una desaceleración podría indicar un buen momento para vender.
[bookmark: técnicas-de-derivación-1]4. Técnicas de derivación
2. Cálculo del Coste Marginal: La función de coste total es . Aplicando las reglas de derivación:
· Derivada de  es .
· Derivada de  es .
· Derivada de una suma/resta es la suma/resta de las derivadas.
· Derivada de una constante es .
·   . La función de coste marginal es .



2. Análisis de Eficiencia:
· Para  unidades:  €. Esto significa que producir la unidad número  costaría aproximadamente  €.
· Para  unidades:  €. Esto significa que producir la unidad número  costaría aproximadamente  €.
· Comparación: El coste marginal aumenta significativamente de  € a  € al pasar de  a  unidades. Esto indica que la producción adicional se vuelve mucho más cara a medida que aumenta el volumen de producción. La empresa experimenta rendimientos decrecientes a partir de cierto punto, lo que sugiere que hay ineficiencias o limitaciones de capacidad que se hacen evidentes a mayores volúmenes.
2. Estrategias de Precios: La empresa podría utilizar el coste marginal para establecer precios mínimos o para identificar el punto óptimo de producción.
· Estrategia 1: Precios basados en el coste marginal creciente: Si el coste marginal es creciente, la empresa podría adoptar una estrategia de precios diferenciados, donde lotes más grandes o pedidos urgentes (que empujan la producción a volúmenes más altos) se vendan a un precio superior para cubrir el coste marginal creciente. Por ejemplo, si el coste marginal de la unidad 51 es 110 €, el precio de venta de esa unidad debería ser al menos 110 € para no incurrir en pérdidas. Si el precio de mercado es inferior al coste marginal, la empresa debería reducir la producción.
· Estrategia 2: Identificación del punto de producción óptimo: La empresa podría buscar el punto donde el coste marginal es mínimo para identificar el rango de producción más eficiente. Para ello, se calcularía la derivada del coste marginal () y se igualaría a cero:  unidades. Este es el punto donde el coste marginal deja de disminuir y empieza a aumentar. La empresa podría centrar su producción en torno a este punto para maximizar la eficiencia, y luego ajustar los precios en función de la demanda y la competencia.
· Por ejemplo, para un nuevo lote de producción de 10 unidades, si la producción actual es 40 unidades, el coste marginal promedio para esas 10 unidades sería la integral de  de 40 a 50, o simplemente el coste marginal en  y . Si  € y  €, la empresa sabe que el coste de producir esas unidades adicionales está aumentando, y debería reflejarlo en el precio si quiere mantener su margen.
[bookmark: X9024a849ee26f6d48a992e97464975b91cd65cd]5. Regla de la cadena o derivación compuesta
2. Ritmo de Cambio de Toxicidad: Tenemos  y . Necesitamos . Primero, calculamos : . Luego, calculamos : . Ahora, aplicamos la regla de la cadena: . Sustituimos  por su expresión en términos de :  . .
2. Evaluación del Impacto:
· A las  semanas:  .
· A las  semanas:  .
· Interpretación: El ritmo de cambio de la toxicidad es negativo en ambos casos, lo que significa que la toxicidad está disminuyendo con el tiempo. A las 2 semanas, la toxicidad disminuye a un ritmo de aproximadamente  unidades por semana. A las 5 semanas, la toxicidad disminuye a un ritmo mucho más lento, de aproximadamente  unidades por semana. Esto indica que el impacto ecológico está disminuyendo, pero la velocidad de esa disminución se ralentiza con el tiempo.
2. Medidas de Mitigación: Si la nueva función de concentración es : Primero, recalculamos : . Ahora, la nueva :    . Evaluando a las  semanas:  . Comparando con el valor original de  a las 2 semanas, el nuevo ritmo de disminución es . Esto es un valor absoluto menor, lo que significa que la toxicidad disminuye más lentamente con el nuevo sistema de filtración. Argumentación: La medida de filtración que cambia la concentración a  no parece ser más efectiva para reducir el impacto más rápidamente. De hecho, el ritmo de disminución de la toxicidad es menor (en valor absoluto) con el nuevo sistema, lo que implica que la toxicidad se mantiene alta por más tiempo. Esto podría deberse a que, aunque la concentración disminuye más rápido (el exponente  es más negativo que ), la función de toxicidad  es cuadrática, lo que amplifica el efecto de las concentraciones iniciales. Los ingenieros deberían reevaluar la eficacia de este nuevo sistema o buscar uno que reduzca la concentración de manera aún más drástica.
[bookmark: Xefa6eee1ce2fcda194dc88deab3aef111da8612]6. Derivada de las funciones logarítmica y exponencial
2. Velocidad de Crecimiento: La función de población es . La velocidad de crecimiento es la derivada : . La velocidad de crecimiento de la población bacteriana es  millones de bacterias por hora.
2. Análisis Temporal:
· A las  horas:  millones de bacterias por hora.
· A las  horas:  millones de bacterias por hora.
· Interpretación: Al inicio del experimento (), la colonia crece a una velocidad de  millones de bacterias por hora. A las  horas, la velocidad de crecimiento ha aumentado a aproximadamente  millones de bacterias por hora. Esto indica un crecimiento exponencial, donde la velocidad de crecimiento se acelera con el tiempo, lo que es característico de poblaciones que crecen sin restricciones.
2. Control de Crecimiento: Si el nuevo modelo es . Para encontrar la velocidad de crecimiento, derivamos  usando la regla de la cadena para la función exponencial :  . Para encontrar cuándo la velocidad de crecimiento es máxima o mínima, necesitamos la segunda derivada  o analizar el signo de . Los puntos críticos de  se encuentran cuando  o cuando . . Como  siempre es positivo, entonces .  horas. Este es un punto crítico para la velocidad de crecimiento. Para determinar si es un máximo o mínimo, podemos analizar el signo de :
· Si , , entonces .
· Si , , entonces .
· Esto significa que la velocidad de crecimiento  es máxima en  horas. En  horas, la velocidad de crecimiento es:   . ¡Cuidado! Este es el momento en que la velocidad de crecimiento se hace cero, es decir, la población deja de crecer y comienza a disminuir. Por lo tanto, en  horas, la población  alcanza su máximo, y la velocidad de crecimiento es cero. Para encontrar el máximo de la *velocidad de crecimiento* (es decir, el punto de inflexión de ), necesitaríamos la segunda derivada de  o la tercera derivada de . La pregunta es "En qué momento la velocidad de crecimiento sería máxima o mínima?". La velocidad de crecimiento es . Si , . Si  es muy grande,  se vuelve muy negativo, por lo que . Además,  se vuelve muy negativo. Por lo tanto,  (desde valores negativos) cuando . El máximo de la velocidad de crecimiento se encuentra cuando .  . Igualamos a cero: . . . Caso 1:  (no válido para ). Caso 2:  horas. En  horas, la velocidad de crecimiento de la población es máxima.   . Este valor negativo indica que en  la velocidad de crecimiento es máxima en valor absoluto, pero en dirección negativa (la población está disminuyendo más rápidamente). La pregunta es un poco ambigua. Si se refiere al máximo de  como una función, entonces el punto  donde  es un punto donde la población alcanza su máximo, y la velocidad de crecimiento es cero. Si se refiere al máximo de la *tasa de cambio positiva*, entonces hay que analizar el intervalo . En , . En , . La función  es . El factor  tiene su máximo cuando . El factor  es decreciente. El máximo de  (la velocidad de crecimiento) se da en  (valor 5) y luego decrece hasta 0 en . Después se vuelve negativo y sigue decreciendo (en valor absoluto) hasta un mínimo local y luego tiende a 0. Por lo tanto, la velocidad de crecimiento es máxima en  (5 millones/hora) y mínima (más negativa) en  (aproximadamente  millones/hora). Justificación: El antibiótico introduce un término cuadrático en el exponente, lo que provoca que la población no crezca indefinidamente, sino que alcance un máximo y luego disminuya. La derivada muestra que la velocidad de crecimiento es inicialmente positiva, alcanza un máximo (en  en este caso, si consideramos el inicio del tratamiento) y luego disminuye, llegando a cero cuando la población es máxima, y volviéndose negativa a medida que la población decrece.
[bookmark: X88416b4a550da74c12b4d68de1114c5d67d202a]7. Derivada de las funciones trigonométricas
2. Velocidad de la Marea: La función de altura del agua es . Para calcular la velocidad de cambio, derivamos  usando la regla de la cadena:  . La velocidad de cambio de la altura del agua es  metros por hora.
2. Momentos Críticos:
· A las  horas (marea alta):  m/h. Esto significa que en la marea alta, la altura del agua no está cambiando instantáneamente; es un punto de inflexión en la velocidad, donde la altura alcanza su máximo y comienza a descender.
· A las  horas (nivel medio):  m/h. Esto significa que a las 3 horas, el agua está bajando a su velocidad máxima (en valor absoluto), aproximadamente  metros por hora.
· A las  horas (marea baja):  m/h. Similar a la marea alta, en la marea baja, la altura del agua no está cambiando instantáneamente; es un punto donde la altura alcanza su mínimo y comienza a subir.
2. Seguridad Portuaria: La altura del agua es . El nivel medio del mar es . La profundidad total es . El barco necesita  metros de profundidad. Entonces, .  . Sea  radianes. Entonces,  (y sus múltiplos de ). Para el primer ciclo de marea (0 a 12 horas, ya que el periodo es  horas): .  horas. El intervalo seguro para la entrada del barco es  y  (o en general, alrededor de la marea alta). La marea alta ocurre en  y . El intervalo seguro es cuando  horas y  horas. Usando la derivada: La velocidad  nos dice si la profundidad está aumentando o disminuyendo.
· Si , la marea está bajando.
· Si , la marea está subiendo.
· El barco debería entrar cuando la marea está subiendo o cuando está en su punto más alto y empezando a bajar, pero aún por encima del umbral. La velocidad de la marea es cero en  y . En el intervalo , . Para , , por lo que . Entonces , lo que significa que la marea está bajando. En el intervalo , , la marea está subiendo. Recomendación: El barco debe entrar en el intervalo  (cuando la marea está subiendo y alcanzando el nivel requerido) o en el intervalo  (cuando la marea está alta y empezando a bajar, pero aún por encima del nivel). Para mayor seguridad, se recomienda entrar cuando la marea está subiendo y la velocidad de cambio es positiva, o cuando la marea está en su punto más alto y la velocidad es cero. La derivada nos permite identificar con precisión los momentos en que la marea está bajando o subiendo, lo que es crucial para evitar situaciones de riesgo.
[bookmark: funciones-crecientes-y-decrecientes-1]8. Funciones crecientes y decrecientes
2. Análisis de Rendimiento: La función de rendimiento es . Calculamos la derivada : . Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, encontramos los puntos críticos igualando : . Usamos la fórmula cuadrática : .  semanas.  semanas. Dado que , solo consideramos . Analizamos el signo de  en los intervalos  y .  es una parábola que abre hacia abajo (coeficiente de  es negativo).
· Para : Tomamos . . El rendimiento es creciente.
· Para : Tomamos . . El rendimiento es decreciente.
· Intervalos:
· Creciente:  semanas.
· Decreciente:  semanas.
2. Puntos Críticos: El único punto crítico relevante es  semanas. En este punto, el rendimiento del empleado alcanza un máximo relativo (y absoluto, dado el comportamiento de la función). Antes de este punto, el rendimiento mejora; después, comienza a disminuir. Esto significa que el empleado alcanza su pico de eficiencia en la tarea alrededor de la semana 11 y media.
2. Plan de Formación:
· Recomendación 1: Formación intensiva inicial y seguimiento: Durante las primeras 11-12 semanas, el empleado está en una fase de mejora continua. La gerencia debería proporcionar formación intensiva, retroalimentación constante y apoyo para maximizar esta fase de crecimiento.
· Recomendación 2: Identificar causas de declive y diversificación: A partir de la semana 11-12, el rendimiento comienza a decrecer. La gerencia debería investigar las posibles causas: ¿fatiga, aburrimiento, falta de nuevos desafíos, o que la tarea en sí tiene un límite de eficiencia humana? Se podría considerar la rotación de tareas, la asignación de proyectos más complejos, o formación en nuevas habilidades para evitar el estancamiento y el declive.
· Recomendación 3: Establecer objetivos de rendimiento realistas: El modelo sugiere que el rendimiento no puede crecer indefinidamente. La gerencia debe establecer expectativas realistas para el rendimiento a largo plazo, reconociendo que habrá un pico y un eventual declive en una tarea específica. Esto podría implicar que, después de alcanzar el máximo, el empleado sea reasignado o se le ofrezcan oportunidades de desarrollo para otras áreas.
· La justificación se basa en que la derivada permite identificar las fases de aprendizaje y saturación. Intervenir en el momento adecuado (antes del declive) puede prolongar la productividad o redirigir el talento.
[bookmark: extremos-relativos-1]9. Extremos relativos
1. Función de Volumen: Sea  el lado de los cuadrados que se cortan. La lámina cuadrada tiene 20 cm de lado. Al cortar cuadrados de lado  en las esquinas, la base de la caja resultante será un cuadrado de lado . La altura de la caja será . La función de volumen  es:  altura. . Dominio práctico:
El lado  debe ser positivo: .
El lado de la base  también debe ser positivo: .
· Por lo tanto, el dominio práctico de la función es .
45. Identificación de Extremos: Calculamos la derivada de : . Para encontrar los puntos críticos, igualamos : . Podemos simplificar dividiendo por 4: . Usamos la fórmula cuadrática: .  cm.  cm. El punto  está en el límite del dominio , por lo que no es un máximo o mínimo relativo en el interior del intervalo. Solo  es un punto crítico dentro del dominio. Ahora, usamos el criterio de la primera derivada para : Tomamos un valor de prueba en , por ejemplo : . (Volumen creciente) Tomamos un valor de prueba en , por ejemplo : . (Volumen decreciente) Como  cambia de positivo a negativo en , este punto corresponde a un máximo relativo.
45. Dimensiones Óptimas: Las dimensiones de los cuadrados a cortar para obtener el máximo volumen deben ser  cm. Las dimensiones de la caja serán: Altura:  cm. Lado de la base:  cm. El volumen máximo resultante es:  cm. Argumentación: El análisis de los extremos relativos nos permite encontrar el valor exacto de  que maximiza el volumen. Este es un problema clásico de optimización donde la derivada es fundamental para encontrar la solución óptima. El diseño de envases es crucial para la eficiencia logística y el uso de materiales, y maximizar el volumen para una cantidad fija de material es un objetivo común.
[bookmark: máximos-y-mínimos-absolutos-1]10. Máximos y mínimos absolutos
Análisis de Beneficio: La función de beneficio diario es . Calculamos la derivada : . Para encontrar los puntos críticos, igualamos : . El único punto crítico es  unidades.
Extremos Absolutos: Evaluamos la función de beneficio en el punto crítico y en los extremos del intervalo .
En  (extremo del intervalo):  cientos de euros.
En  (punto crítico):  cientos de euros.
En  (extremo del intervalo):  cientos de euros.

Comparando los valores:
Beneficio máximo:  cientos de euros (es decir,  €) cuando  unidades.
Beneficio mínimo:  cientos de euros (es decir,  €) cuando  unidades.
La cantidad de unidades que maximiza el beneficio es  unidades, con un beneficio de  €. La cantidad que minimiza el beneficio es  unidades, resultando en una pérdida de  €.
Decisión de Inventario:
Recomendación principal: El gerente debería mantener  unidades en inventario para maximizar el beneficio diario. Este es el punto óptimo donde el ingreso marginal de una unidad adicional es igual a su coste marginal (o donde el beneficio marginal es cero).
Evitar inventario cero: Mantener  unidades resulta en la mayor pérdida ( €), lo que sugiere que hay costes fijos asociados al almacén o al producto que no se cubren si no hay ventas.
Factores externos:
Demanda: Si la demanda es muy variable, mantener exactamente  unidades podría no ser óptimo. Si la demanda es consistentemente superior a , podría ser rentable aumentar el inventario, aunque el beneficio marginal por unidad disminuya. Si la demanda es inferior, se corre el riesgo de tener exceso de inventario y pérdidas por obsolescencia.
Coste de almacenamiento: El modelo ya incorpora un coste de almacenamiento implícito en la función de beneficio. Sin embargo, si este coste aumenta drásticamente (por ejemplo, por un aumento en el alquiler del almacén o en los costes de refrigeración), la función de beneficio cambiaría, y el punto óptimo de inventario probablemente se reduciría.
Obsolescencia: Si el producto es altamente perecedero o susceptible a la obsolescencia tecnológica, mantener un inventario de  unidades podría ser arriesgado si no se vende rápidamente. En ese caso, el modelo debería incluir un factor de depreciación o un límite de tiempo para el inventario.
La justificación se basa en que los extremos absolutos proporcionan los límites de rendimiento de la función. Sin embargo, en la práctica, estos valores deben interpretarse con flexibilidad, considerando la dinámica del mercado y los costes operativos reales.
[bookmark: concavidad-y-puntos-de-inflexión-1]11. Concavidad y puntos de inflexión
Análisis de Curvatura: La función de eficiencia es . Primero, calculamos la primera derivada : . Ahora, calculamos la segunda derivada : . Para determinar los intervalos de concavidad y convexidad, encontramos los puntos donde : . Multiplicamos por  para trabajar con enteros: . Usamos la fórmula cuadrática: . .  días.  días. Analizamos el signo de  en los intervalos ,  y .  es una parábola que abre hacia abajo (coeficiente de  es negativo).
Para : Tomamos . . La función es convexa (abierta hacia abajo).
Para : Tomamos . . La función es cóncava (abierta hacia arriba).
Para : Tomamos . . La función es convexa (abierta hacia abajo).
Intervalos de curvatura:
Convexa (abierta hacia abajo):  y  días.
Cóncava (abierta hacia arriba):  días.
Puntos de Inflexión: Los puntos de inflexión ocurren donde  cambia de signo, es decir, en  días y  días.
En  días: La curva de eficiencia cambia de convexa a cóncava. Esto significa que la tasa de mejora del robot (la primera derivada) deja de desacelerar y comienza a acelerar. Es un punto donde el aprendizaje del robot empieza a ser más eficiente.
En  días: La curva de eficiencia cambia de cóncava a convexa. Esto significa que la tasa de mejora del robot deja de acelerar y comienza a desacelerar. El aprendizaje sigue mejorando, pero a un ritmo cada vez más lento.
Optimización del Entrenamiento:
Recomendación 1: Fase de aceleración del aprendizaje (3,96 a 21,04 días): Este es el periodo más productivo para el entrenamiento. Los ingenieros deberían maximizar los recursos de entrenamiento, la complejidad de las tareas y la retroalimentación durante este intervalo, ya que el robot está en su fase de aprendizaje más acelerada.
Recomendación 2: Ajuste inicial del entrenamiento (0 a 3,96 días): En esta fase inicial, la tasa de mejora del robot está desacelerando. Podría ser un periodo de adaptación donde el entrenamiento debe ser más básico y gradual. Los ingenieros podrían enfocarse en la familiarización con las herramientas y el entorno.
Recomendación 3: Reevaluación y diversificación (después de 21,04 días): Después de aproximadamente 21 días, la tasa de mejora del robot comienza a desacelerar nuevamente. Esto sugiere que el robot podría estar alcanzando un límite en su aprendizaje para esa tarea específica. Los ingenieros deberían considerar introducir nuevas tareas, módulos de aprendizaje avanzados o reevaluar la necesidad de continuar el entrenamiento intensivo en la tarea original.
La justificación se basa en que los puntos de inflexión marcan cambios significativos en la dinámica del aprendizaje. Al entender cuándo el aprendizaje se acelera o desacelera, los ingenieros pueden diseñar programas de entrenamiento más eficientes y adaptativos.
[bookmark: representación-gráfica-de-funciones-1]12. Representación gráfica de funciones
Elementos Clave para el Gráfico: La función es .
Dominio: El denominador  nunca es cero, ya que . Por lo tanto, el dominio de la función es todos los números reales, . En el contexto del tiempo, .
Puntos de corte con los ejes:
· Eje  (cuando ): . Corta en .
· Eje  (cuando ): . Corta en .
Simetrías: . La función es impar (simetría respecto al origen).
Asíntotas:
· Verticales: No hay, ya que el denominador nunca es cero.
· Horizontales: . Hay una asíntota horizontal en  (el eje ).
Crecimiento y Curvatura:
Primera derivada (crecimiento/decrecimiento): . Puntos críticos (): . Como , solo consideramos .
· Para : Tomamos . . Creciente.
· Para : Tomamos . . Decreciente.
Extremo relativo: En , hay un máximo relativo. . Máximo en .
Segunda derivada (concavidad/convexidad):   . Puntos de inflexión ():  o . Como , consideramos  y .
· Para : Tomamos . . Convexa (abierta hacia abajo).
· Para : Tomamos . . Cóncava (abierta hacia arriba).
Puntos de inflexión: En  y . . . Puntos de inflexión en  y .
Estrategia de Marketing:
Esbozo de la gráfica: La función parte de , crece rápidamente hasta un máximo en , luego decrece y se acerca asintóticamente a  (el eje ). La popularidad inicial aumenta, alcanza un pico y luego disminuye gradualmente. El punto de inflexión en  indica que la tasa de disminución de la popularidad se ralentiza después de este punto.
Estrategia de Marketing:
· Fase de lanzamiento (0 a 1 semana): La popularidad crece rápidamente. La empresa debe invertir fuertemente en publicidad y promoción para capitalizar este crecimiento inicial y alcanzar el máximo de popularidad.
· Fase de mantenimiento (1 a  semanas): La popularidad comienza a decrecer. La empresa debe pasar de una estrategia de adquisición a una de retención, fomentando la lealtad del cliente y la interacción con la comunidad.
· Fase de revitalización (después de  semanas): La tasa de disminución de la popularidad se ralentiza, pero sigue decreciendo. La empresa podría considerar relanzamientos, actualizaciones del producto, nuevas campañas de marketing o diversificación para revitalizar el interés.
La justificación se basa en que la forma de la curva (crecimiento, decrecimiento, concavidad y puntos de inflexión) proporciona una hoja de ruta clara para la gestión del ciclo de vida del producto en el mercado.
[bookmark: problemas-de-optimización-1]13. Problemas de optimización
Función a Optimizar: Dibujamos un trapecio isósceles. Sea  la altura del trapecio, y  la longitud de la proyección horizontal de los lados inclinados sobre la base. La base inferior es  metro. Los lados inclinados son  metro. La base superior es . Por el teorema de Pitágoras en el triángulo rectángulo formado por la altura , el lado inclinado  y la proyección : . El área del trapecio es . Sustituyendo ,  y : . Dominio de la variable :
· La altura  debe ser real y positiva, por lo que .
· La proyección  debe ser positiva para que sea un trapecio con lados inclinados: .
Por lo tanto, el dominio de la función es .
Optimización del Área: Calculamos la derivada de  usando la regla del producto y la regla de la cadena:  . Para encontrar los puntos críticos, igualamos :  . El numerador debe ser cero: . Reordenamos: . Usamos la fórmula cuadrática: .  (no está en el dominio ).  (está en el dominio ). El único punto crítico relevante es . Para verificar si es un máximo, podemos usar el criterio de la primera derivada:
· Para : Tomamos . . (Área creciente).
· Para : Tomamos . . (Área decreciente).
Como  cambia de positivo a negativo en , este punto corresponde a un máximo relativo.
Dimensiones y Capacidad: Las dimensiones del trapecio que maximizan el área son cuando  metros.
· Altura:  metros.
· Base inferior:  metro.
· Base superior:  metros.
El área máxima es:  metros cuadrados. Argumentación: Este diseño maximiza la capacidad de transporte de agua del canal para una cantidad fija de material en la base y los lados. Un área transversal mayor significa que puede fluir más agua. Otras consideraciones prácticas:
· Estabilidad del suelo: Un canal con paredes más inclinadas (mayor ) podría ser menos estable en suelos blandos. El ángulo de inclinación de los lados es importante para prevenir derrumbes.
· Erosión: La velocidad del agua en un canal con mayor área puede ser menor, lo que reduce la erosión del lecho y las paredes.
· Mantenimiento: La forma del canal podría influir en la facilidad de limpieza y mantenimiento.
La optimización matemática proporciona la solución ideal bajo las restricciones dadas, pero los ingenieros deben integrar estos resultados con consideraciones prácticas y de ingeniería para un diseño robusto y funcional.
[bookmark: regla-de-lhôpital-1]14. Regla de L’Hôpital
Eficiencia en Baja Concentración: La función es . Calculamos el límite cuando : . Al sustituir , obtenemos , que es una indeterminación. Aplicamos la regla de L’Hôpital, derivando el numerador y el denominador: Derivada del numerador: . Derivada del denominador: . Entonces, . El límite de la eficiencia en concentraciones muy bajas del catalizador es . Esto significa que, aunque la concentración del catalizador sea casi nula, el proceso aún mantiene una eficiencia de  (o  si se interpreta como un porcentaje), lo que es un resultado sorprendente y positivo para el proceso químico.
Eficiencia en Concentración Específica: La función es . Calculamos el límite cuando : . Al sustituir , obtenemos , que es una indeterminación. Aplicamos la regla de L’Hôpital: Derivada del numerador: . Derivada del denominador: . Entonces, . El límite de la eficiencia en la concentración  es . Esto indica que cuando la concentración del catalizador es , la eficiencia del proceso también es .
Recomendaciones de Proceso:
Concentraciones bajas (cercanas a 0): La eficiencia tiende a . Esto es muy favorable, ya que sugiere que el proceso es muy eficiente incluso con cantidades mínimas de catalizador. Esto podría llevar a un ahorro significativo en costes de catalizador.
Concentración : La eficiencia también es . Esto indica que una concentración de  también es óptima en términos de eficiencia.
Recomendación general: Los ingenieros deberían considerar operar el proceso con concentraciones de catalizador cercanas a  o a , ya que en ambos casos se logra una eficiencia máxima de . La elección entre estas dos concentraciones podría depender de otros factores, como el coste del catalizador, la facilidad de manejo de concentraciones muy bajas, o la estabilidad de la reacción en cada punto. Si el catalizador es caro, operar cerca de  sería preferible. Si la estabilidad es mejor a , esa podría ser la opción.
Evitar indeterminaciones: La regla de L’Hôpital nos permitió resolver las indeterminaciones, lo que es crucial para entender el comportamiento del sistema en puntos donde las funciones directas no dan información clara. Sin esta herramienta, los ingenieros podrían haber asumido que la eficiencia era indefinida o cero en esos puntos, llevando a decisiones erróneas.
La justificación se basa en que los límites de la eficiencia en puntos críticos son esenciales para la optimización del proceso. Permiten a los ingenieros tomar decisiones informadas sobre la concentración del catalizador, equilibrando la eficiencia con otros factores operativos y económicos.
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