Unidad 10 Derivadas

Atrévete

1.

Investiga sobre las innovaciones que se estdn llevando a cabo a nivel de materiales y
configuracion de estos.

Solucién: Las innovaciones en materiales y configuracion de latas cilindricas para bebidas se
centran en la sostenibilidad y la eficiencia. En materiales, se investiga el uso de aleaciones
de aluminio mds ligeras y resistentes, asi como recubrimientos internos mds ecoldgicos

gue eviten el uso de BPA. También hay interés en materiales compuestos o biopldsticos,
aungue su aplicacién en latas de bebida es aun limitada. En cuanto a la configuracion,

las innovaciones buscan optimizar la relacién superficie-volumen para reducir la cantidad
de material. Esto incluye disenos que minimicen la superficie total para un volumen dado,
como las latas “sleek” o “sim™ que ya se mencionan, o formas que mejoren la apilabilidad y
el fransporte. La investigacion también se enfoca en procesos de fabricacion mds eficientes
que reduzcan el consumo de energia vy los residuos.

¢Cudnto deben medir el didmetro y la altura de lata para minimizar los costes?

Solucién: Sea r. el radio de la lata y h su altura. El volumen de la lata es V = wr?h. El volumen
dado es 33 cl=330 cm® =0,33 dm®. Entonces, .

El coste del material de la base y la tapa es de 0,1€/ dm. El coste del material de la parte
circular es de 0,2€dm?.

El drea de la base y la tapa es 2- nr. El drea de la parte circular es 2mrh.

La funcion de coste total C(r,h) es: C(r,h) =0,1-(2nr*)+ 0,2 (2nrh) = 0,2nr” + 0, 4nrh.
0.33 04033, o 0132
mr r

Para minimizar el coste, calculamos la derivada de C(r) conrespecto ar e igualamos a

0132 4y 0132
r

r
0,1232 _00, 4 = 0,1232
r r

r= 3233 L 4/0,10504 ~0,4719dm.
T

Calculamos la segunda derivada para verificar que es un minimo:

Sustituimos h: C(r) =0,2nr% + O,4nr[ j =0,2nr? +

cero: C'(r)=0,2r(2r) -
0132 0,33

0,4nr® =0,132r° = =
0,4n T

lgualamos a cero: 0,4nr —

C"(r)=0,4rn+ 2: 0’3] 32 _ 0,4m + 0’2364. Parar >0, C"(r) >0, lo que confirma que es un minimo.
r r
1/3
Ahora calculamos h: h = 0,33 = 0,33 = 0,33 = 0,33 = 3,/0'33 =r. En este caso, la
T

TEr2 . 0,33 2 n(o,ss 2/3 n1/3
T 775 -

altura es igual al radio. h=~0,4719dm.
El didmetroD =2r~2-0,4719 =0,9438dm.

En centfimetros: Didmetro = 9,438 cm. Altura = 4,719cm.
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3. ¢Cudnto costaria entonces?
0,132

Solucién: Sustituimosr =~ 0,4719dm en la funcidn de coste: C(r) =0,2nr? + p

C(0,4719)=0,27(0,4719)° +%

C(0.4719)~0,2r(0,2227) +0,2797.
C(0,4719)~0,1399+0,2797 ~ 0,4196 €.

El coste minimo seria aproximadamente 0,42 €.

1. El problema de la recta tangente

1. Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de las siguientes funciones en los puntos
indicados: a)  f(x)=3-x* P(-12). b) f(x)=2x+5,P(17)
Solucién: La pendiente de la recta tangente a la gréfica de una funciéon f(x) en un punto

x =a viene dada por f'(a).

a) f(x)=3-x* P(-12) Primero, calculamos la derivada de f(x): f(x) =-2x. Luego,
evaluamos la derivadaenx=-1m= f'(—]) = —2(—1) =2. La pendiente de larecta
tangente en P(-1,2) es 2.

b) f(x)=2x+5,P(17) Primero, calculamos la derivada de f(x): f(x) = 2. Luego, evaluamos
la derivada en x =1: m=f(1) = 2. La pendiente de la recta tangente en P(1,7) es 2.
(Es una recta, su pendiente es constante).

2.  Determina la ecuacion de la recta tangente alas curvas en los puntos indicados: a)
f(x)=3x>+4x, P(17)b) f(x)=x*+1P(0.1)
Solucién: La ecuacion de la recta tangente a la curvay =f(x) en el punto (o,f(cr)) es
y —f(a)=Ff(a)(x-a).

a)  f(x)=3x*+4x, P(1,7) Primero, calculamos la derivada de f(x): f'(x) = éx + 4. Luego,
evaluamos la derivada en x =1 para obtener la pendiente: m=f(1)=6(1)+4=10
.Elpunto es P(1,7), asi que a=1y f(a)=7. La ecuacion de la recta tangente es:
y-7=10(x-1)y-7=10x-10y =10x - 3.

b) f(x)=x°+1P(0,1) Primero, calculamos la derivada de f(x): f(x) = 3x*. Luego, evaluamos
la derivada en x = 0 para obtener la pendiente: m =f(0) = 3(0)2 =0. El punto es P(0,1),
asi que a=0y f(a)=1.La ecuacién de larecta tangente es:y -1=0(x-0) y —1=0y =1.

3. Tasas de variacion
3.  Costes y beneficios. Los ingresos, en millones de euros, de una empresa después de t anos
de funcionamiento se estiman por: /(t) =0,2t* + 5t

a) Calcula la tasa de variacion media de los ingresos entre el primer y el segundo ano de
funcionamiento.

b) ¢{A qué ritmo de crecimiento se estiman los ingresos al inicio del segundo ano de
funcionamiento?

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 2



Solucion:

Q)

b)

Tasa de variacion media de los ingresos entre el primer y el segundo ano de

funcionamiento. El primer ano est =1y el segundo ano

est=2.1(1)= 0,2(1)2 +5(1)=0,2+5=15,2 millones de euros.

1(2)=0,2(2)" +5(2)=0.2(4)+10=0,8+10=10,8 millones de euros.

I(2)-1(1) 10,8-5.2
2-1 1

La tfasa de variacion media (TVM) es: TVM = =5,6 millones de euros/

ano.

¢A qué ritmo de crecimiento se estiman los ingresos al inicio del segundo ano de
funcionamiento? El ritmo de crecimiento al inicio del segundo ano (t=1) es la tasa

de variacion instantdnea, que es la derivada de I(T) evaluada ent=1. Primero,
calculamos la derivada de I(t): I'(t) =0,2(2t) + 5=0,4t + 5. Luego, evaluamos I'(t)ent=1:
I'(1)=0,4(1)+5=0,4+5=5,4 millones de euros/afo.

Estudio de poblaciones. Observa los datos de la tabla siguiente, en la que figura la
evolucion de la poblaciéon espanola en millones de habitantes. Halla la tasa de variacion
media del crecimiento entre:

a)
b)

c)

Solucion: La tasa de variaciéon media (TVM) se calcula como

Q)

b)

1930y 1991
1991y 2018
1930y 2018

ANo 1930|1960 | 1991 2012|2018
Poblacién (millones) | 23,7 [ 30,6 [ 39,4 | 46,8 | 46,7

P(t:)—-P(t)
f2 _Tl .
Entre 1930 y 1991 P(1930) = 23,7 millones. P(1991) = 39,4 millones.

39,4-23,7 15,7

TVM 9301991 = ~ 0,2574 millones de habitantes/ano.

1991-1930 61
Entre 1991y 2018 P(1991) = 39,4 millones. P(2018) = 46,7 millones.
TVMig91 2018 = 467-39.4 7.3 0,2704 millones de habitantes/afo.
2018 -1991 27
Enfre 1930 y 2018 P(1930) = 23,7 millones. P(2018) = 46,7 millones.
TVM 030 2018 = 46,7-23.7 23 ~0,2614 millones de habitantes/ano.
2018-1930 88
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4. Técnicas de derivacion
5. Calcula la derivada en los puntos indicados:
a) f(x)=x° +3Jx, x=2

b) f(x)=2x—xi3,x=—1

Solucioén:

1/2

a)  f(x)=x"+ 3Jx, x = 2 Reescribimos f(x) como f(x)=x* +3x"%. Calculamos

la derivada: f'(x) =3x° + 3-%x"2 =3x%+ i. Evaluamos en x = 2:

2%

f'(2)=3(2)2+%:3(4)+%:12+¥.

b) f(x)=2x- ia x =-1Reescribimos f(x) como f(x) = 2x - x 2. Calculamos la derivadar

F) o oy3 —2—]2. Evaluamos en x =-1: f(-1)=0
X

6. Encuentra la ecuacién de la recta normal a la curva y = (x —1)(x3 —-3x% + l) en el punto de
abscisa x = 2.

Solucién: Sea f(x)=(x - 1)(x3 —-3x% + l). Primero, encontramos el valor dey en x = 2:
f(2)=(2- 1)(23 ~3(2)° + 1) =(1)(8-3(4)+1)=1(8 -12+1)=1(-3) =-3. El punto de tangencia es
(2.-3).

Ahora, calculamos la derivada de f(x) para encontrar la pendiente de la

recta tangente. f'(x) = (])(x3 -3x* + 1) +(x - 1)(3x2 - 6x). Evaluamos f(x) en x = 2:

F(2)=(27-3(2)" 1)+ (2-1)(3(2)" - 6(2)) F(2) = (8-12+1)+ (1)(12-12) F(2) = (-3) + (1)(0) = -3,
La pendiente de la recta tangente es m, = -3.

La pendiente de la recta normal m, es el reciproco negativo de la pendiente de la
1 T 1
tangente:m, =——=—-——=—.
m, -3 3 5

La ecuacion de la recta normal en el punto (2,-3) es: y —(-3) = %(x -2)y+3= %x -3

3(y+3)=x-23y+9=x-2x-3y-11=0.

7. Un tipo de tumor cancerigeno se puede modelar por una esfera de radio r. éA qué ritmo
cambia el volumen con respecto al radio cuandor=1cm?

. . 4 . .
Solucidn: El volumen de una esfera de radior es V = —nr. El ritmo al que cambia el volumen

conrespecto al radio es la derivada de V conrespecto ar, (jj_\r/
av d

= == énr3 = in(3r2) = 47r?. Evaluamos esta derivada cuando r=1cm:
dr ar 3

3
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av
ar
eslcm.

2 . . .
| 4=4n(1)" =4rncm® / cm. El volumen cambia a un ritmo de 4rcm?® / cm cuando el radio

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curvay = %XQ -2x-12 enlos puntos de
intferseccién con los ejes.
Solucion: Sea f(x) = %xz -2x-12.

Puntos de interseccion con los ejes: Interseccién con el eje y (cuando x =0):

f(0)= %(0)2 ~2(0)-12=-12. Punto: (0,-12).

Interseccion con el eje x (cuando y =0): %XQ —2x-12=0. Multiplicamos por 4 para eliminar la

b ++b? - 4ac
2a '

fraccidn: x? —8x — 48 = 0. Usamos la féormula cuadrdtica x =

X = . Dos soluciones:

~(-8)(-8) ~4(1)(~48) L _Be\64+192 8256 8+l¢
2(1) - 2 2 )

X, = 8+2] é_ 2—24 =12. Punto:(12,0). x, = % = _78 = —4. Punto: (-4,0).

Derivada de la funcién: f'(x) = %(QX) -2= %x -2.

Ecuaciones de las rectas tangentes: En (0,-12): Pendiente m=f(0) = %(O) —-2=-2. Ecuacion:

y—(-12)=-2(x-0)y +12=-2x y =-2x - 12.

En (12,0): Pendiente m=f(12) :%(12)—2 =6-2=4.Ecuacion:y —0=4(x-12)y = 4x - 48.

En (-4,0): Pendiente m =f(-4) = %(—4) -2=-2-2=-4 Ecuacién: y -0=—4(x - (-4))

y=—4(x+4)y:—4x—16.

Encuentra las derivadas de las funciones:

2% -3
a) f(x):XQX_] d) f(x)=3>;_]
x+2 __ X+l
b) f(x):x_3 e) f(x)_XQ—xH
3 2—-X
c) f(x)=X2X+2 N =35
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Solucion:

@) )=z )= (=) ()

R

O 1= A 3((21)2(62‘)

Q) f(x)=g A )22'(3%(2;_(12)?_3)'3=(3x7—1)2'

R T e
f) f(X)=32__2Xx f'(x):(_])'(3_(?3;324).(_2):(3—]2X)2

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) :L] que pasa por el punto (-1,5).
X_

Solucion:

Sea P(X,.Y,)= P(XO,XXO_ ]]
0

El punto de tangencia de la curva. Entonces, la ecuacion de la recta tangente en dicho

punto es:
Xo -1
y — = X —X
( XO—J (x0—1)2( d

Como tiene que pasar por el punto (—1,5) debe verificar:

(52 o) = 5001 o 1) =1 03105, +4=02 x, =25, =
Xo — 1 (XO—]) 2

Por tanto, los dos puntos de tangencia son: P, (2.2).P, (%,—1}

Como f'(2) =-1, la ecuacién de la recta tangente en P, (2,2) es:
y-2=-1(x-2)=>x+y-4=0

Y, como f' %j =-4, entonces la ecuacion de la recta tangente en P, (%,—1) es:

y+1=—4£x—%):4x+y—1=0
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Calcula la derivada de .

a) Redlizando previamente la division.
b) Utillizando la derivada del cociente.

Solucion:

a) Realizamos la division.
X
X-3)x> -3x+6
-x*
-3x+6
+3x
6

2
b) g(x)=$:(x—3)+§ Por tanto, g'(x):1—xi2

x?-3x+6 (2x=3) - x—(X*=3x+6)-1 2x2 _3x_x21+3x—-6 x*—6
()= X228 i) WAL A E s S a s

Estudio cientifico. El efecto de infroducir una toxina en una colonia de bacterias se puede
12t+5

t?+2

modelar mediante la funciéon P(f) = , donde P es la poblacion de la colonia (en

millones de individuos) al cabo de t horas de infroducir la toxina. éA qué ritmo cambia la

poblacidon una hora después de haber introducido la toxina? ¢En ese momento la poblacion

estd aumentando o disminuyendo?

Solucion: El ritmo de cambio de la poblacién es la derivada de P(T) conrespecto

at. P(T)z]QQT—JFS. Usamos la regla del cociente: (Ej'z UIV;UVI. u=12t+5=0'=12
°+2 v %
12(1* +2) - (12t + 5) (2t 1217 + 24 — (241 +10t
v=t2+2= v =2tP'(t)= (+2)( i ) )P'f: +24-( 7 )
(1" +2) (1" +2)

121% + 24— 24t? 10t _, —12t* —10t + 24
= ) 2 P(T): 5 2 :
(T +2) (f +2)

P(1)

-12(1)° =10(1) + 24 _-12-10+24
(7 +2) (1+2)°

Ahora evaluamos P'(t) ent =1 (una hora después): P'(1) =

3?9
El ritmo de cambio de la poblacién una hora después de haber introducido la foxina es%

millones de individuos/hora. Dado que P'(l) = % >0, la poblacion estd aumentando en ese
momento.
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13. Halla los coeficientes a, b y ¢ de la pardbola f(x) = ax? + bx + ¢, sabiendo que pasa por el
punto P(2,5), y que f(2)=3yf"(2)=2.

Solucion: La funcién es f(x) =ax? + bx + c. Calculamos la primera y segunda derivadar:
f(x)=2ax+b.f"(x)=2a.

Usamos las condiciones dadas: 1. Pasa por P(2,5):

f(2)=5=a(2) +b(2)+c=5=4a+2b+c=5. (Ecuacién 1)

2. f(2)=3:f(2)=3=2a(2)+b=3=4a+b=3. (Ecuacién 2)

3. f"(2)=2f"(2)=2=2a=2=a=1 (Ecuacién 3)

Sustituimos a=1en la Ecuacion 2: 4(1) +b=3=4+b=3=b=-1
Sustituimos a=1y b=-1en la Ecuacién 1: 4(1)+2(-1)+c=54-2+c=52+c=5c=3.

Los coeficientes de la pardbola sona=1,b=-1yc=3. La pardbola es f(x) =x* —x +3.

14. Determina sila funcién y = 2x° verifica y” —y = 0. Para todo x.

Solucién: La funcidn es y = 2x*. Calculamos la primera derivada: y' = 6x2. . Calculamos la
segunda derivada: y" =12x.

Ahora sustituimos y y y” en la ecuaciony” -y =0. : 12x — (2x3) =0.12x —2x® = 0. Esta ecuacion

no se cumple para todo x. Por ejemplo, six =1,12(1)- 2(1)3 =12-2=10=«0. Por lo tanto, la
funciéon y = 2x* NO verifica la ecuacion y” —y =0 para todo x.

5. Regla de la cadena o derivacion compuesta

15. Aplicalaregla de la cadena para derivar las funciones:

a) f(x):(:;jf b) f(x)=\/; c) f(X)Z(gj)ij

Solucion:

2 2

3
a)  f(x)= (: +_2J Seau= :+_2]. Entonces f(x) =u®, y f(x) =3u” -u'. Primero,

calculamos u' (usando la regla del cociente):

' 1(x2—1)—(x+2)(2x) x2—1—(2x2+4x)
v= 2 1\? N 2 1\?
(x —l) (x —1)

—x? —4x -1

i

x+2j2. x> —4x-1]

. Ahora, sustituimos u y u' en f/(x): f'(x) = 3[ . >
X =1 (X2 _])
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b)

2

3(x+2) (—x* 4x—l) (x+2) (x2+4x+1)

(x ~) (x2 —1)2 (x2 —1)4

1/2
‘/ Reescribimos f(x) = X Sedu=—>— Entonces f(x)=u"%
+5 2x+5 2x+5

—1/2

x -U'". Primero, calculamos u' (usando la regla del cociente):

](2x+5)—x(2) 2x+5-2x 5
(2x+5)2 (2x+5) (2x+5)

o 1 x YT (o) [2x+5 5 5V2x+5 5
f(x)_2(2X+5J {(2x+5)2]f()_2 X (2x+5) 2dx(2x+5) 2 (2x+5)"F

2
f(x)= d Seau= 2 . Entonces f(x)=u? y f(x) = 2u-u'. Primero, calculamos
3x -1 3x—1

2(3X—])—2X(3) bx — 2 — bx -2

U'= . Ahora, sustituimos u y u' en f'(x):

U' (usando la regla del cociente): u'= > = = > Ahora,
(3x-1) (3x-1) (3x-1)
_ 4x (-2 _
sustituimos u y u' en f'(x):f'(x)=2( 2 j 2 _|= x(-2) _= 8x .
3x -1 (3x-1) (Bx=T1)(3x—1)"  (3x-1)

Calcula las derivadas primera y segunda de estas funciones:

a)  f(x)=(x*~3x) b)  f(x)= X—32 c)  f(x)=v1=x
Solucién:
a) f(x)= (x3 - 3x)5 Primera derivada: f'(x) = 5(x3 - 3x)4 -(3x2 - 3) =1 5(x2 - 1)(x3 - 3x)4.
Segunda derivada: Usamos la regla del producto para
F(x)=15(x% =1)(x* ~3x)". Seau =15(x* ~1) = v'=15(2x) = 30x. Sea
V= (x3 —~ 3x)4 =V'= 4(x3 —~ 3x)3 (C%x2 —~ 3) =1 2(x2 - l)(x3 —~ 3x)3.
f"(x)=u'v+uv'f"(x) = 30x(x3 - 3x)4 +1 5(x2 - 1) 1 2(x2 - 1)(x3 - 3x)3
f(x) = 30x(x* - 3x)4 +180(x* - 1)2 (x* - 3x)3. Podemos factorizar (x° - 3x)3:
Fr(x) = (x* - 3x)’ [3Ox(x3 ~3x) +180(x? - 1)2} 7(x) = (x* - 3x) [ 30x* ~90x* +180(x" - 2" +1)]
7(x) = (x* ~ 3x) [30x* ~90x* +180x* ~ 360x* +180] f*(x) = (x* ~3x)’[ 210x* ~ 450x* +180 .
b) f(x)= f Reescribimos f(x) = 3x ™2 Primera derivada: f'(x) = 3(-2)x° = —éx° = —X—i.
Segunda derivada: f"(x) = -6(-3)x* =18x™ = L?
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S0 -

c) f(x)=+1-x Reescribimos f(x)=(1- x)w. Primera derivada: f'(x) =
1 -1/2 1

__(1- __ .

2( 9 2J1-x
Segunda derivada: f"(x):—%-(-%}(]—x)‘”.(_1)=_%(]_X)‘3/2:_4(] ]) —.
~x)V1-x

6. Derivada de las funciones logaritmica y exponencial

17. Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcién f(x) =x-e“"en el punto de abscisa x =1.

Solucién: Primero, encontramos el valor dey en x =1:f(1)=1-e"' =1.e° =1.1=1. El punto de
tangencia es (1,1).

Ahora, calculamos la derivada de f(x) usando la regla del producto: .(uv)' =U'v+UuVv.
u=x=>U'=lv=e=v=e"1=e"f(x)=1.e" +x- e =" (1+x).

Evaluamos f'(x) en x =1para obtener la pendiente de la recta tangente:
m=f(l)=e""(1+1)=e°(2)=1-2=2.

La ecuacion de la recta tangente en el punto (1.1) con pendiente m=2es:y —1=2(x-1)
y-1=2x-2y=2x-1.

18. Calcula las siguientes derivadas:

1 2
a = b =3xe ™ c =In
) Ve )y ) y=Ingi—
d) y=x%" e) y=(x+Inx)’ f) y =log, (x*)
X e
g) y= h) y=—% ) y=3""
T+Inx 1-e
Solucion:
a) ys= — Reescribimos y = (2 —e )_].
2-¢e

y=-1(2-e")" (e (-1))=-1(2-e) " (-e7)= 6—2
(2-¢7)
b) y=3xe* Usamos la regla del producto: (uv)'=u'v+uv.u=3x=u'=3
v=e¥ o v=e? (-2)=-2"y'=3e +3x (—2e‘2x) =3e ™ —éxe™ =3e ¥ (1-2x).

c) y=In 3 Reescribimos usando propiedades de logaritmos:
- 3x
2 V% 2 1 . ,
y=In =—In =—(In2-In(1-3x)). Ahora derivamos:
1-3x 2 \1-3x) 2
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y':%(O— 1—]3x '(_3)}%(1—3&}: 2(1f3x)'

d) y=x%"Usamos laregla del producto: (uv)'=u'v+uv'.u=x"=u'=2x
veetsvi=er (-l)=-e"y'=2xe” + X’ (—e’x) =2xe™* —x’e” =xe™ (2-x).

e) y=(x+ Inx)4 Usamos la regla de la cadena: (u”)' =nu" Ul y' = 4(x+ Inx)3 .(] + lJ

X
2 . .U . 2X 2
f) y =log, (x ) Usamos la regla de la cadena paralog,u: (Iogou) = YE—am—= .
ulna xIn3  xIn3
Alternativamente, y = 2l0g,x = 2In_x' y'= 2]/—X = L
In3 In3  xIn3
g) y= Usamos la regla del cociente: Y ':UV_ZW.u:x:u':]v:1+lnx:>v':l
T+Inx v v X
1(1+Inx) — x 1
X) T+lnx—1_ Inx
(1+Inx)2 (l+|nx)2 (1+Inx)2
h) y= o Usamos la regla del cociente: (Ej': UV_QUV u=e"=Uu=e"v=l-&" = v=-¢
—e \4 \'
y'_ex(]_ex)_ex(_ex)_ex_GQX+e?x_ ex

(1-e*) (-} (1-e)

i) y =372 Usamos la regla de la cadena para a': (o“)' =qa’v'lna.

y'=37%.(=1)-In3 =-3"In3.

Velocidad de propagaciéon. Segun fuentes periodisticas, un rumor se propaga siguiendo
1

1+ae”

conocen al cabo de t dias, y a y k son constantes positivas.

la funcion f(t) = donde f(t) es la proporcién de personas de una poblacién que lo

Kkt

a) Calculalim,_, f(t) e interpreta el resultado.
b) Determina la velocidad de propagacion del rumor.
c) Paraa=10yk=0,5, écudl es el ritmo de propagacion del rumor al cabo de 12 dias?

Solucion:
1
1+ae

1 1 1 o
— = =- =1 Interpretacion: A largo plazo,
1+ae 1+a-0 1

el rumor se propagard a toda la poblacion, es decir, la proporcidon de personas que lo

a) Calculalim, f(t) e interpreta el resultado. f (1) = Cuando t — o, como k >0,

—kt *

e — 0. Entonces, lim,_f(t)=lim,,

conocen tenderd a 1 (o al 100%).
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b) Determina la velocidad de propagacion del rumor. La velocidad de propagacion

es la derivada de f(t) con respecto at. Reescribimos f(t) = (1+ae™ )7].
—kt

F(f)=-1(1+ae™)”(a-e™ (k) F() =-1(1+ce™) " (-kae ™) f'(f)=(]’:(;%,)2-

c) Paraa=10yk=0,5, icudl es el ritmo de propagacion del rumor al cabo de 12 dias?

-0,5¢t -0,5t
Sustituimos a=10y k=0,5 en f(t):f(t)= 0.5-10-e™ __ oe . Ahora evaluamos en

(1+10e°)"  (1+10e°)

5e—0,5-12 56—0,6
t=12: f'(] 2) = ~ = ~. Calculamos e ~ 0,00247875.
(1 +1Oe’°'5"2) (1 +1Oe’6)
f'(] 2) - 5.0,00247875 _ 0,01239375 _ 0,01239375 _ 0,01239375 ~0,0118.

(1+10-0,00247875)"  (1+0,0247875)" (1,0247875)" 1050199
El ritmo de propagacién del rumor al cabo de 12 dias es aproximadamente 0,0118

(proporcién de la poblacién por dia).

7. Derivada de las funciones trigonomeétricas

20.

21.

Halla las derivadas de las funciones:

a) y=x-3sinx b) y=co0s2x —sinx c) y=xarctanx

Solucion:
a) y=x-3sinxy'=1-3cosx.
b) y=cos2x—sinx y'=—sin(2x)-2 - cosx = —2sin(2x) - cosx.

c) y=xarctanx Usamos la regla del producto: (uv)'=u'v+uv.u=x=u'=1

v=arctanx = v'=

y'=T1-arctanx + x -

5= arctanx +

1+ X 1+ x%

X2

Halla los puntos de la funcidén f(x) = 2sinx + sin’x en los que la recta tangente es horizontal.

Solucion: Una recta tangente es horizontal cuando su pendiente es cero, es decir, cuando
la primera derivada de la funcién es cero. f(x) = 2sinx + sin’x. Calculamos la derivada de f(x):
f'(x) = 2COSX + 2sinxcosx. Igualamos f'(x) a cero: 2cosx + 2sinxcosx = 0. Factorizamos 2cosx:
2cosx (1+sinx) = 0. Esto implica que 2cosx =0 o 1+sinx = 0.

. T
Caso 1: 2cosx =0 = cosx =0 Las soluciones generales para cosx =0 son x = > + nn, donde

neZ. Poron:O,x:g. Poron:],x:3—2n.

Caso 2: 1+sinx =0 = sinx = —1La solucién general para sinx=-1es x = 3771; +2nn, donde neZ.
3n

Paran=0, x =—.
2
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. I
Los valores de x en los que |la recta tangente es horizontal son x = > y

3n . T,
X = - Ahora encontramos los valores de y para estos puntos: Para x = >

f(gJ = ZSIn(g] +sin’ (g} =2(1)+ (1)2 =2+1=23. Punto: (g3j

Porox_ﬁf 3n =2sin| =— 3 +5sin® 3m 2(—1)+(—l)2:—2+]:—]. Punto: %,—].
2 2 2 2 2

3n

Los puntos en los que la recta tangente es horizontal son (g?}j y (— —])

2

8. Funciones crecientes y decrecientes

22.

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

)

d)

f(x)=x>-3x*+2 b) f(x)=2x"-4x*+3 c)  f(x)=xe™
f(x)ZXQXiAr e) f(x)=

Solucién: Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, analizamos el signo
de la primera derivada f'(x).

a)

b)

f(x)=x*—3x* + 2 Dominio: R. f'(x) = 3x* — éx = 3x(x — 2). Puntos criticos (f'(x)=0):
3x(x-2)=0=x=00 x=2. Intervalos: (—x,0), (0,2), (2,).

. En (—0,0): Tomamos x = -1, f(=1) = 3(-1)(-1-2) = (-3)(-3) =9 > 0. f(x) es creciente.

*  En(0,2): Tomamos x =1, f(1) =3(1)(1-2) = 3(-1) = -3 < 0. f(x) es decreciente.

*  En(2): Tomamos x =3, f(3)=3(3)(3-2)=9(1)=9>0.f(x) es creciente.
Intervalos de crecimiento: (—»,0) U (2,2). Intervalos de decrecimiento: (0,2).
f(x)=2x* — 4x* + 3 Dominio: R. f'(x) = 8x> —8x = 8x(x2 - l) =8x(x —1)(x +1). Puntos criticos
(f(x)=0):8x(x-T)(x+1)=0=x=0, x=10 x = -1 Infervalos: (—w,-1), (-1,0), (0.1), (1.0).

* En(-e,-1) Tomamos x = -2, f(~2) = 8(-2)((-2)" ~1) =-16(3) =48 < 0. f(x) es
decreciente.

. En (-1.0): Tomamos x = -0.5, f'(-0.5) = 8(—0.5)((—0.5)2 - 1) =—4(0.25-1)=-
4(-0.75)=3>0. f(x) es creciente.

* En(0,1): Tomamos x =0.5,7(0.5) = 8(0.5)((0.5)" ~1) = 4(0.25-1) = 4(-0.75) = -3 <0.
f(x) es decreciente.

. En (1.00): Tomamos x = 2, f(2) = 8(2)(22 - l) =16(3) =48> 0.f(x) es creciente.

Intervalos de crecimiento: (-1,0) U (1,e). Intervalos de decrecimiento: (-, ~1)U(0,1).
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c) f(x)=xe* Dominio: R.f(x)=1-€™ +x- (—e‘x) = e (1-x). Puntos criticos (f'(x) = 0):
e™(1-x)=0. Como e™ >0 para todo x, entonces 1-x =0 = x = 1. Intervalos: (-x,1), (1,»).
*  En(-w,1): Tomamos x =0, f(0)=e”(1-0)=1>0.f(x) es creciente.
«  En(le): Tomamos x =2, f(2)=e?(1-2)=—e? <0.f(x) es decreciente.
Intervalos de crecimiento: (—,1). Intervalos de decrecimiento: (1,00).

2
d) f(x)= 2X 4Domir\io:xz—47&O:>(x—2)(x+2);t0:x;t2,x;«rs—2..Dominio:

X —
2x(x% - 4) = x2 (2 S_gy_0yd
(-0, —2) U (-2,2) U(2,). f(x) = X(X ) ); ( X)=2X 8x 22X _ 8 ~. Puntos
(x2 —4) (x2 - 4) (x2 - 4)
criticos (f(x)=0): 8 =0=-8x=0=x=0. Los puntos x = -2y x =2 no son puntos

R

criticos, sino asintotas verticales. Intervalos: (—oo,—2), (—2,0), (0,2), (2,oo).

. En (—o0,—2): Tomamos x =3, f(-3) = ~8(-3) = = 24 == 24 >0.f(x) es creciente.
((3y-4) (-4) 2
. En (-2,0): Tomamos x = -1, f'(-1) = -8(-) == 8 _ 8 ~ =§>O. f(x)es
()7 -4) (=47 (3] 7
creciente.
. En (0,2): Tomamos x =1, f(1) = _8(])2 = _82 __8 <0.f(x) es decreciente.
(P-4 (3 7
. En (2,00): Tomamos x =3, f/(3) = -8(3) _ 4 4 <0.f(x) es decreciente.

(32 _ 4)2 (9 _ 4)2 25
Intervalos de crecimiento: (—oo,—2) U (—2,0). Intervalos de decrecimiento: (0,2) u(2,oo).

e) f(x)= ¥x Dominio: [—o0,0). f'(x) = . Puntos criticos (f'(x) =0): No hay, ya que

1 1
33x? 332
nunca es cero. Punftos donde f'(x) no existe: x =0. Intervalo: (O,oo).

1

21

Intervalos de crecimiento: (0,=). Intervalos de decrecimiento: No hay.

. En (0,00): Tomamos x =1, (1) = =%>O. f(x) es creciente.

Se conoce la grafica de la derivada de una funcién f(x). ¢En qué intervalos es creciente o
decreciente dicha funcion?

r1x)
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Solucion: Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), observamos
el signo de f'(x) en la grdfica.

. Sif(x) >0, la funciéon f(x) es creciente.
. Sif(x)<0, la funcion f(x) es decreciente.

Supongamos que la grdafica de f'(x) es una pardbola que abre hacia arriba y corta el gje x
en xy X, (con x,; < x,), entonces:

«  f(x)>0en(—wx)yen(x,,»).Porlo tanto, f(x) es creciente en (—w,x,) U (X, ®).
«  f(x)<0en(x,x,). Porlo tanto, f(x) es decreciente en (x,.x,).

En x, f(x) pasa de creciente a decreciente, por lo que hay un méximo relativo. En x,,
f(x) pasa de decreciente a creciente, por lo que hay un minimo relativo.

9. Extremos relativos

24.

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de las
funciones:

a)  f(x)=x*-8x"+18x* 12 b) f(x)=2x" +6x> +6x+5 c) f(x)=L

) fx)= X2>:'3

Solucion: Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, analizamos el signo
de la primera derivada f'(x). Los extremos relativos ocurren donde f'(x) =0 o f'(x) no existe y
el signo de f'(x) cambia.

a)  f(x)=x*-8x>+18x” —12 Dominio: R. f(x) = 4x" — 24x” + 36x = 4x(x* —6x +9) = 4x(x - 3)’.
Puntos criticos (f'(x) =0): 4x(x — 3)2 =0=x=00x=3.Intervalos: (—x,0), (0,3), (3,).

. En (—o0,0): Tomamos x = -1, /(1) = 4(-1)(-1- 3)2 =— (—4)2 =—4(16)=-64<0.f(x)es
decreciente.

«  En(0,3): Tomamos x =1, f(1)=4(1)(1-3)" = 4(-2)" = 4(4) =16 > 0. f(x) es creciente.
«  En(3,): Tomamos x = 4, f'(4) = 4(4)(4-3)" =16(1)" =16 > 0.f(x) es creciente.
Intervalos de crecimiento: (0,x). Intervalos de decrecimiento: (—«,0). Extremos relativos:

J Enx=0, f(x) pasa de decreciente a creciente, por lo que hay un minimo relativo.
f(0)=-12. Minimo relativo en (0,-12).

J Enx=3, f(x) no cambia de signo, por lo que no hay extremo relativo.
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b)  f(x)=2x"+6x? +6x+5Dominio: R. f(x) = 6x” +12x +6=6(x* + 2x +1) = 6(x +1)". Puntos
criticos (f'(x)=0): 6(x+ 1)2 =0= x=-1Intervalos: (-, ~1), (-1,).
*  En(—o0,—1):Tomamos x = -2, f'(-2) =6(-2+ l)2 = 6(—1)2 =6>0.f(x) es creciente.
*  En(-lo): Tomamos x =0, f(0)=6(0+ 1)2 =6>0.f(x) es creciente.

Intervalos de crecimiento: (—oo,oo). Intervalos de decrecimiento: No hay. Extremos
relativos: No hay, ya que f'(x) no cambia de signo en x =-—1.

c) f(x)= —X_Dominio: R\ {2}.f(x)= (- 2)_;((]) _x=2 _;( — ~. Puntos criticos (
X-2 (x-2) (x-2)" (x-2)
f'(x) =0): No hay, ya que -2 # 0. Puntos donde f'(x) no existe: x =2 (asintota vertical).
Intervalos: (-, 2), (2, ).

*  En(-»,2):Tomamos x =0, f(0)= 0 _22)2 = _—42 = —% <0.f(x) es decreciente.
. En (2,00): Tomamos x =3, f/(3) = B _22)2 = _—]2 =-2<0.f(x) es decreciente.

Intervalos de crecimiento: No hay. Intervalos de decrecimiento: (—w,2) U (2, ). Extremos
relativos: No hay.
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d)

::::::

f(x) - X Dominio: R (el denominador x? + 3 nunca es cero).

1(x*+3)-x(2 2 hy? 2
f(x)= (X ’ ) X x):X +3-2¢ _ 3-X ~. Puntos criticos (f'(x) =0):

(x2 + 3)2 (x2 + 3)2 (x2 + 3)
3-x2=0=x?=3=x=+/3 0 x=-+/3. Intervalos: (—oo,—\/g), (—\/§J§) (\/goo)

2
. En(—oo,—\/g):Tomomosx=—2,f'(—2)= 3-(=2) _ 3-4 =_—]<O.f(x)es

(27 +3) (443 #

decreciente.

3-0° 3 1 .
. En —\/5,\/5 :Tomamos x =0, f'(0) = =—=—>0.f(x)es creciente.
2
. En (\/§,oo): Tomamos x =2, f'(2) = 8-27 _ 3-4 —_—]<O.f(x) es decreciente.

(22+3) (4+3) 49
Intervalos de crecimiento: (—\/5\/5) Intervalos de decrecimiento:
(—oo,—\/g) U (\/goo) Extremos relativos:

J En x =—/3, f(x) pasa de decreciente a creciente, por lo que hay un minimo

relativo. f(—\/g) _\/25 = V3 = _\/§. Minimo relativo en —f,—ﬁ .
(_\/g) +3 3+3 6

6
J En x =+/3, f(x) pasa de creciente a decreciente, por lo que hay un méximo

relativo. f(\/g) = (\/5\?4_ ; = 3\{?3 = g Mdaximo relativo en (ﬁ@j
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25.

26.

Esboza la gréfica de una funcién que cumple: f'(-1)=f(2) =0, f(x) <0, si x € (—,~1), f(x) > O, si
xe(=12)U(2,+0).

Solucion: Analizamos las condiciones de la derivada primera:

«  f(-1)=0yf(2)=0: Puntos criticos en x=—1y x = 2.

*  f(x)<0en(—w,-1):f(x)es decreciente.

«  f(x)>0en(-12)u(2+x):f(x)es creciente.

Con esta informacién, podemos determinar los extremos relativos:

. Enx=-1: f(x) pasa de decreciente a creciente. Por lo tanto, hay un minimo relativo en
x=-1

J Enx=2: f(x) es creciente antes de x =2 y sigue siendo creciente después de x = 2. Esto
significa que f'(x) no cambia de signo en x = 2. Por lo tanto, no hay un extremo relativo
en x = 2. Es un punto de inflexién con tangente horizontal.

Para esbozar la grafica, podemos asumir algunos valores para f(x) en los puntos criticos. Por
ejemplo, f(-1) =0y f(2)=2.

La grdafica desciende hasta x = -1, donde alcanza un minimo. Luego asciende, con una
pendiente que se hace cero en x =2 (punto de inflexion con tangente horizontal), y
continUa ascendiendo.

, . s 3. .
Razona por qué la funcion g(x) =1+(x - 2) fiene un punto con derivada nula que no es
extremo relativo.

Solucién: Primero, calculamos la primera derivada de g(x):

g'(x)=3(x- 2)2 1=3(x - 2)2. Igualamos g'(x) a cero para encontrar los puntos criticos:
3(x—2)2 =O:>(x—2)2 =0=>x-2=0=x=2.Enx =2, la derivada es nula.

Ahora, analizamos el signo de g'(x) alrededor de x = 2:

*  Parax<2:Porejemplo, x=1.g'(1)=3(1- 2)2 = 3(—1)2 =3>0.

Parax>2: Porejemplo, x=3.¢'(3)=3(3-2)" =3(1) =3>0.

Como g'(x) >0 tanto a la izquierda como a la derecha de x =2, la funcién g(x) es creciente
en ambos lados de x = 2. Dado que la funcién no cambia de ser creciente a decreciente (o
viceversa) en x = 2, no hay un extremo relativo (ni méaximo ni minimo) en este punto. En x =2,
la funcidn tiene un punto de inflexion con tangente horizontal.
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10. Maximos y minimos absolutos

27.

28.

Encuentra los mdaximos y minimos absolutos para las siguientes funciones e intervalos:

a)  f(x)=x*+4x-5[-14] b) f(x)=2x*+3x*+2,[0,3]
c) f(x)=-x*+2x[0,1] d)  f(x)= x;i 3 [-11]

Solucién: Para encontrar los extremos absolutos en un intervalo cerrado, evaluamos la
funcién en los puntos criticos dentro del intervalo y en los extremos del intervalo.

a) f(x)=x*+4x-5[-14] 1. Derivada: f(x) = 2x + 4. 2. Puntos criticos (f'(x)=0):
2x+4=0= x=-2. 3. El punto critico x=-2 no estd en elintervalo [ -1,4]. 4.
Evaluamos f(x) en los extremos del intervalo: f(-1) = (—1)2 +4(-1)-5=1-4-5=-8.
f(4)= (4)2 +4(4)-5=16+16—-5=27.5. Comparacion: El minimo absoluto es -8 en x = —
El méximo absoluto es 27 en x = 4.

b) f(x)=2x*+3x*+2,[0,3] 1. Derivada: f'(x) = 6x* + 6x = 6x(x +1). 2. Puntos criticos
(f'(x) =0): 6x(x + 1) =0=x=00x=-1 3. El punto critico x =0 estd en el intervalo
[0,3]. El punto x =-1no estd en el intervalo. 4. Evaluamos f(x) en el punto critico
dentro delintervalo y en los extremos del intervalo: f(0) = 2(0)3 + 3(0)2 +2=2.
F(3)=2(3)" +3(3)" +2=2(27) +3(9) + 2= 54+ 27 + 2 = 83. 5. Comparacion: El minimo
absoluto es 2 en x = 0. El mdximo absoluto es 83 en x = 3.

c) f(x)=-x*+2x[0,1] 1. Derivada: f(x)=-2x + 2. 2. Puntos criticos (f'(x)=0):
-2x+2=0= x=1. 3. El punto critico x =1estd en el intervalo [ 0,1]. 4. Evaluamos
f(x) en el punto critico y en los extremos del intervalo: f(0) = —(O)2 +2(0)=0.

1.

f(1)= —(l)2 +2(1)=-1+2=1. 5. Comparacién: El minimo absoluto es 0 en x = 0. El mdximo

absoluto eslenx=1.
QX(XQ +3)—X2(2X) _ 2x% +6x - 2x° _ 6 5
(x2 + 3)2 (x2 + 3)2 (x2 + 3)2 '

2
d) f(x)= X2X+ 5 [-11]1. Derivada: (x) =

Puntos criticos (f'(x) =0): éx =0=>x =0. 3. El punto critico x =0 estd en el intervalo [ -11].

4. Evaluamos f(x) en el punto critico y en los extremos del intervalo:

F(-1)= G f(o)=—(o)2 0 _0.¢(1)=

(-1)2+3_1+3_Z' (o)2+3:§: '

1
4

1
(1)2 +3 143
El minimo absoluto es 0 en x =0. El mdximo absoluto es % enx=-lyx=1.

Dibuja una funcion que tenga dos minimos relativos, un mdximo relativo y ningun méximo
absoluto.

Solucién: Para que una funcién no tenga mdximo absoluto, debe tender a infinito en
algun punto o en los limites del dominio. Un ejemplo de tal funcidn podria ser una funcién
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29.

polindbmica de grado 4 con un coeficiente principal negativo, pero con un dominio
restringido o con asintotas. O una funcidén que tiende a « en los extremos.

Consideremos una funcién que se parezca a una “W" pero con los extremos subiendo
indefinidamente. Por ejemplo, f(x)=x* —5x* + 4. f(x) = 4x* =10x = 2x(2x2 - 5). Puntos criticos
enx=0,x=+5/2. f"(x)=12x*-10.f"(0) =-10 < 0 = mdaximo relativo en x = 0.
f"(45/2)=12(5/2)~10=30-10=20 >0 = minimos relativos en x = +/5/2.

Como lim,_,..f(x) =, esta funcién no tiene mdéximo absoluto.

La grdfica muestra dos minimos relativos (en x = £1.58) y un méximo relativo (en x =0). La
funcion tiende a +wo en ambos extremos, por lo que no fiene un Maximo absoluto.

¥ I |
; o i

\ ,.-’f .I"'-. f

\ L AT

!.I III_ J:- Il.
hN4 \

., 1 . .. .
Prueba que la funcién f(x) = 4x* + —, para x > 0, tiene un Unico extremo relativo y que, por
X

tanto, este también es absoluto.

Solucion: La funcién es f(x) = 4x* +x' para x > 0. 1. Calculamos la primera derivadar:

f(x)=8x-x7=8x- iQ 2. Encontramos los puntos criticos igualando f'(x) a cero:
X

8x—i2 =0 8x =i2 8x®=1x3 =%x ZB\E =%. Dado que x >0, este es el Unico punto critico
X X

en el dominio. 3. Calculamos la segunda derivada para determinar la naturaleza del

extremo: f"(x)=8-(-2)x° =8+2x"° =8+ % 4. Evaluamos f"(x) en el punto critico x = %:
X

f"(lj =8+ 2 =8+ 2 =8+16=24. Como f"(%} =24>0, el punto critico x = % corresponde a

2 e 1
3 s
un minimo relativo.

Dado que la funcién f(x) es continua en su dominio (O,oo) y tiene un Unico extremo
relativo, este minimo relativo es también el minimo absoluto de la funcion en ese
dominio. Para confirmar, podemos analizar los limites en los extremos del dominio:

X X
ambos extremos del dominio, el Unico minimo relativo debe ser el minimo absoluto. El valor

2
del minimo absoluto es f ! =4 il +l: ! +2=1+2=3.
2 2) 1 4
2

lim__ .. (4x2 + l) =0+0w=00.lim_, (zlx2 + lj =0+ 0 =00. Como la funcién tiende a infinito en
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30.

31.

Inversiones. Una consultoria estima que la rentabilidad de una inversion depende de la
cantfidad invertida, en miles de euros, y que viene dada por R(x) =-0,01x* +0,1x +1,x > 0.
Determina la cantidad que se debe invertir para maximizar la rentabilidad.

Solucién: La funcién de rentabilidad es R(x)=-0,01x* +0,1x + 1, para x > 0. Para
maximizar la rentabilidad, calculamos la primera derivada de R(x) y la igualamos a
cero. R'(x) =-0,01(2x)+0,1=-0,02x +0,1. Igualamos a cero: —0,02x +0,1=00,02x = 0,1

X = 0] = 10 = 5. El punto critico es x = 5.

0,02 2
Para verificar que es un mdéximo, calculamos la segunda derivada: R"(x) =-0,02. Como
R"(x) =-0,02 <0 para todo x, el punto critico x =5 corresponde a un maximo relativo. Dado
que es el Unico extremo relativo en el dominio x >0y la funcién es una pardbola que abre

hacia abajo, este maximo relativo es también el maximo absoluto.

La cantidad que se debe invertir para maximizar la rentabilidad es
x =5 miles de euros, es decir, 5000 euros. La rentabilidad mdxima seria
R(5)= —0,01(5)2 +0,1(5)+1=-0,01(25)+0,5+1=-0,25+0,5+1=1,25 miles de euros.

Catenaria. En matemdticas y arquitectura, se define la catenaria como aquella curva
cuyo trazado sigue la forma que adquiere una cadena, cuerda o cable sujeta por sus dos
extremos. También se utiliza en los ferrocarriles. La ecuacion general de una catenaria es:

y = O,5I<(ex’k +e vk ) donde k es un pardmetro que regula la apertura de la curva. Para k = 2,
calcula el minimo absoluto.

Solucién: Para k =2, la funcién de la catenaria es: y = O,5(2)(ex’2 + e’m) =eX? + e Para
enconfrar el minimo absoluto, calculamos la primera derivada y la igualamos a cero.
] x/2 ]

]
|:_e efx/2:_
=3 2 2

Esto implica que los exponentes deben ser iguales: % = —% x=-x2x=0= x=0. El Unico punto

_ 1 _ _ _
(e? —e™"*). lgualamos a cero: E(e”2 —e?)=0e" e =0e" ="

criticoes x =0.

Para verificar que es un minimo, calculamos la segunda derivada:
y" X L (Do |2 1 L g Lo =l(e”2 +e‘X/2). Evaluamos y” en x = 0:
2\ 2 2 2\ 2 2 4
” _ ] 0/2 -0/2\ _ ] 0 0) _ ] _ ] _ ] " _ ] sy _
y (O)_Z(e +e )_Z(e +e )_Z(1+1)_z(2)_§. Comoy (O)_§>O, el punto critico x =0

corresponde a un minimo relativo.

Dado que la funcidén es continua y el minimo relativo es el Unico extremo, este es también
el minimo absoluto. El valor del minimo absoluto es: y (0) =e®* +e*? =e° +e° =1+1=2. H
minimo absoluto de la catenaria para k=2 es 2, que se alcanza en x =0.
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11. Concavidad y puntos de inflexion

Determina los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexion, de

las curvas:
a) f(x)=x>-12x+4 b)  f(x)=x*" c) f(x):xx2
+

Solucién: Para determinar los intervalos de concavidad y convexidad, analizamos el signo
de la segunda derivada f”(x). Los puntos de inflexion ocurren donde f”(x) =0 o f"(x) no

32.

existe y el signo de f"(x) cambia.
f(x) =x> —12x + 4 Dominio: R. Primera derivada: f(x) = 3x* -12. Segunda derivadar:
f"(x) = éx. Puntos donde f"(x) = 0: 6x =0 = x = 0. Intervalos: (-»,0), (0,).

. En (—o,0): Tomamos x = -1, f"(=1) = 6(~1) = -6 < 0. f(x) es convexa (abierta hacia

abagjo).

a)

Intervalos de concavidad: (O,oo). Intervalos de convexidad: (—»,0). Puntos de inflexion: En
x =0, f"(x) cambia de signo. f(0)=0° -12(0) + 4 = 4. Punto de inflexion: (0,4).
|

]
\

f(x) = x’e* Dominio: R. Primera derivada (regla del producto):
f'(x) =2xe* + x’e* =¢* (2x + x2). Segunda derivada (regla del producto):

b)
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En (0,00): Tomamos x =1, f"(1) = 6(1) =6 > 0. f(x) es cdncava (abierta hacia arribay).
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f(x)=e* (2x + x2) +e*(2+2x)=¢" (2x +X2+2+ 2x) =e" (x2 +4AX + 2). Puntos donde
fr(x)=0:e (x2 +AX + 2) =0. Como & >0, resolvemos x? + 4x + 2 = 0. Usamos la férmula
—4+ 4 -4(1)(2) -4+16-8 -4x8 -4+22
2(1) - 2 22

donde f”(x) =0:x,=-2- J2~-3,41y X, =2+ J2 ~-0,59. Intervalos: (—oo,—2 - \/5)
(-Q—JE,—2+J§), (—2+\/§,oo).
. En (—oo,—2 — \/5) Tomamos x = -4,

f(~4)=e*((-4)" +4(-4)+2) e (16-16+2) =2 > 0.f(x) es concava.

cuadrdtica: x = — 2+/2. Puntos

. En (—2—\/5,—2+\/§): Tomamos x = -1,
fr(-1)=e"' ((—1)2 +4(-1)+ 2) =e'(1-4+2)=-e"'<0.f(x) es convexa.

»  En(-2+v2,%): Tomamos x =0, f(0) =€” (0% + 4(0)+ 2) =1(2) =2 > 0. f(x) es
céncava.
Intervalos de concavidad: (—oo,—2 - \/5) u(—2 + \/5,00). Intervalos de convexidad:
(—2 —J2,-2+ \/5) Puntos de inflexion: En x, = —2-+2y x, =—2++/2, f"(x) cambia de
signo. f(—2 - \/5) = (—2 -~ \/5)2 eV = (4 +442 + 2)e‘2‘ﬁ = (6 + 4x/§)e‘2‘ﬁ.
F(2642)=(-2442) e = (4-4V2 + 2)e " = (6 4¥2)e 2. Puntos de
inflexion: (—2—\/5,(6+ 4&)@”) y (—2 ; ﬁ,(é—ztﬁ)e-m).

f(x)= X 5 Dominio: R\ {-2}. Primera derivada (regla del cociente):

fl(x)_1(x+2)—x(l)_x+2_x_ 2
o (x+2f  (x+2)  (x+2)

=2(x+ 2)72. Segunda derivada:

_—4)3. Puntos donde f"(x) =0: No hay, ya que
+2

—4#0. Puntos donde f"(x) no existe: x = -2 (asintota vertical). Intervalos: (-, -2), (-2,).
4 4 4

- = - =—=4>0.f(x) es concava.
ERTSE

() =2(-2) (x+2) 1=-4(x+2) =

. En (—o0,—2): Tomamos x = -3, f"(-3) =
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33.

—4 _—4:—l<0. f(x) es convexa.

(0+2) "8 2

Intervalos de concavidad: (—oo,—2). Intervalos de convexidad: (—2,oo). Puntos de

. En (-2,00): Tomamos x =0, f(0) =

inflexion: No hay, ya que en x = -2 la funcién no estd definida.

Dibuja la gréfica de una funcién con estas caracteristicas: f(0) =f(2) =0, f(x) <O six <1,
f(x)>0six>1f"(x)>0vxeR.

Solucion: Analizamos las condiciones:

f(0)=0yf(2)=0: La funcién pasa por los puntos (0.0) y (2,0).
f(x) <0 six <1 La funcién es decreciente en (—oo,]).
f(x)>0six>1: La funcién es creciente en (1,oo).

De las dos condiciones anteriores, en x =1, f(x) debe ser 0. f(x) pasa de decreciente a
creciente, por lo que hay un minimo relativo en x =1.

f”(x) >0Vx e R: La funcidn es coéncava (abierta hacia arriba) en todo su dominio. Esto
significa que no hay puntos de inflexion.

Una funcion cuadrdtica (pardbola) que abre hacia arriba cumple f”(x) >0.Siel
minimo estd en x =1, y pasa por (0,0) y (2,0), la funcién es simétrica respecto ax =1.

Podemos usar una pardbola de la forma f(x) = a(x —1)2 +k. Como f(1) es un minimo,
o>0.f(0):a(0—1)2 +I<:o+l<:0:>l<:—o.f(x):o(x—1)2 —<:1:<:1((X—1)2 —l). Como

f(2)=0: o((z - 1)2 - l) = 0(12 - 1) =a(0)=0. Esto se cumple para cualquier a. Elegimos a =1

para simplicidad. f(x) = (x - 1)2 —1=x* - 2x +1-1=x* - 2x. Verificamos las condiciones:
f(0)=0%-2(0)=0.f(2)=2>-2(2)=4—4=0.f(x)=2x-2=2(x=1). Six <1, f(x) < 0. Six > 1,

f(x)>0.f"(x)=2. Como 2>0, f"(x)>0 para todo x. Todas las condiciones se cumplen.
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34.

Dada la funcién f(x) = x* + ax® + x*, estudia cudndo, segun los valores de a, no tiene ningin
punto de inflexion o presenta uno o dos.

Solucién: La funcién es f(x) =x* + ax® + x*. Calculamos la primera y segunda derivadar:
f'(x) =4x® +3ax? + 2x. f"(x) =12x* + 6ax + 2.

Los puntos de inflexion ocurren donde f"(x) =0y cambia de signo. La ecuacion
f"(x)=12x* + éax +2 =0 es una ecuacion cuadrdtica. El nimero de raices reales de esta
ecuacién depende del discriminante A = (6(::)2 -4(12)(2)=36a” - 96.

Caso 1: No tiene puntos de inflexion. Esto ocurre si f”( ) nunca cambia de signo. Si f” ) no
tiene raices reales, entonces A < 0. 36a” - 96 <0 36a° < 96 o’ ?3: i \/: \/7
Aproximadamente, -1.63 <a < 1.63. En este caso, f"(x) siempre tendrd el mismo signo

(positivo, ya que el coeficiente de x? es 12 > 0). Por lo tanto, la funcién siempre serd céncava
y no tendrd puntos de inflexion.

Caso 2: Presenta un punto de inflexién. Esto ocurre si f”(x) fiene una
raiz real doble, es decir, A=0.36a” -96=0a* = % a= i\/g' Sia= \/g

fr(x)=12x? +6\/§x+2 =12x? +6ix+ 2 =12x + 4y/6x + 2. Esta pardbola tiene una Unica

7

raiz real (doble). Sin embargo, para que sea un punto de inflexion, el signo de f”(x) debe
cambiar. Sif”(x) tiene una raiz doble y es una pardbola que abre hacia arriba, f7(x) es
siempre no negativa y solo es cero en la raiz doble, pero no cambia de signo. Por lo tanto,
en este caso, tampoco hay punto de inflexién.

Caso 3: Presenta dos puntos de inflexion. Esto ocurre si f"(x) tiene dos raices reales distintas,
es decir, A>0.36a*-96>0a” > % a< —\/g oa> \/g En este caso, f”(x) tiene dos raices reales

distintas, x, y x,. Como f"(x) es una pardbola que abre hacia arriba, su signo serd positivo
fuera de las raices y negativo entre ellas. Esto significa que f”(x) cambiard de signo en x,y X,,
por lo que habrd dos puntos de inflexidn.
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Resumen:

. Si —\E <a< \E la funcidn no fiene puntos de inflexion.

. Sia< - % oa> \E la funcion presenta dos puntos de inflexién.

35. Halla en esta grdfica de la derivada segunda de una funcién los intervalos de concavidad y
convexidad, asi como sus puntos de inflexién.

Solucion: Observamos la grdafica de f7(x):
*  f"(x)>0cuando x <-ly cuando x > 1.
*  f"(x)<0cuando-T<x<1.

* f"(x)=0Ocuandox=-Tyx=1.

Basdndonos en el criterio de la segunda derivada:

. Intervalos de concavidad (céncava hacia arriba): Donde f”(x) > 0. Esto ocurre en
(—oo,—]) v (1,oo).

. Intervalos de convexidad (céncava hacia abajo): Donde f"(x) < 0. Esto ocurre en (-11).

. Puntos de inflexion: Donde f”(x) =0y cambia de signo. Esto ocurre en x=-Ty x =1.

Para determinar las coordenadas y(x) de los puntos de inflexion, necesitariamos la funcion
original f(x). Sin ella, solo podemos indicar las abscisas de los puntos de inflexion.

36. Analiza si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
1 , . . .
a) Lacurvay=—esconcava six >0, convexa six <0y, por tanto, tiene un punto de
X

inflexion en x = 0.
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b) Lafuncionf(x)=(x- 3)4 cumple que f"(3) =0y, por consiguiente, tiene un punto de
inflexion en x = 3.

Solucion:

1 p . . .
a) Lacurvay =—es concava si x >0, convexa si x <0y, por tanto, tiene un punto de
X

inflexion en x =0. Sea f(x)=x"". f(x)=—x"7.f"(x) =2x° = x%

Analizamos el signo de f"(x):

. Six >0, x> >0, entonces f”(x) = % > 0. La funcién es concava (abierta hacia
arriba). %

*  Six<0,x*<0, enfonces f"(x) = % <0. La funcién es convexa (abierta hacia
X
abagjo).

La primera parte de la afirmacién es verdadera: la curva es concava si x > 0y convexa
si x < 0. Sin embargo, para que haya un punto de inflexion en x =0, la funcion debe ser

continua en x =0. La funcién f(x) 1 no estd definida en x =0 (tiene una asintota vertical).
X
Por lo tanto, no puede tener un punto de inflexion en x = 0. La afirmacién es FALSA.

b) Llafunciénf(x)=(x- 3)4 cumple que f"(3) =0y, por consiguiente, tiene un punto de
inflexion en x = 3. Sea f(x) = (x - 3)". f(x) = 4(x - 3)". f*) =12(x - 3".

Evaluamos f”(x) en x = 3: (3) :12(3—3)2 =12(0)=0. La primera parte de la afirmacion
es verdadera: f"(3) =0.

Ahora, analizamos el signo de f”(x) alrededor de x = 3:
J Six<3,x-3<0, entonces f”(x) =1 2(x - 3)2 < 0. La funcidn es convexa.
. Six>3,x-3>0, entonces f”(x) =1 2(x - 3)2 > 0. La funcién es conveza.

Es igual en ambos lados (positivo), asi que no hay cambio de concavidad, por tanto
no es punto de inflexion.
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37.

Determina los valores de a, b, c y d en la curva y = ax® + bx? + cx + d, sabiendo que esta
tiene un minimo relativo en (2,4), un méximo relativo en (4, 2) y un punto de inflexion en (3,3).

Solucioén: La funcién es f(x) =ax® + bx? + cx + d. Calculamos las derivadas:
f'(x) =3ax? + 2bx +C. f"(x)=6ax +2b.

Usamos las condiciones dadas:
1.  Minimo relativo en (2,4):

«  Pasapor(2.4)f(2)=4=a(2) +b(2) +c(2)+d=4=8a+4b+2c+d=4.
(Ecuacion 1)

. Es un extiremo en x = 2: f'(2)=0:>3c1(2)2 +2b(2)+c=0=12a+4b+c=0.
(Ecuacion 2)

2. Maximo relativo en (4,2):

«  Pasapor(4,2):f(4)=2=a(4) +b(4) +c(4)+d=2=6é4a+16b+4c+d=2.
(Ecuacion 3)

. Es un extremo en x=4:f(4)=0= 30(4)2 +2b(4)+c=0=48a+8b+c=0.
(Ecuacion 4)
3.  Punto de inflexion en (3,3):
. Pasa por (3,3): f(3)=3:><:1(3)3 +b(3)2 +c(3)+d=3=27a+9%+3c+d=3.
(Ecuacion 5)

. Es un punto de inflexion en x = 3:
f"(3)=0=6a(3)+2b=0=18a+2b=0= 9a+b=0. (Ecuacion 6)

Tenemos un sistema de 6 ecuaciones con 4 incognitas. Usaremos las ecuaciones mas
sencillas primero. De la Ecuacion é: b =-9a.

Sustituimos b = -9a en la Ecuacion 2:
120+ 4(-9a)+c=0=12a-36a+c=0= -24a+c=0=c = 24a.

Sustituimos b = -9a y ¢ = 24a en la Ecuacién 4:
48a + 8(—90) +24a=0= 48a-72a +24a =0= 0=0. Esto significa que las ecuaciones 2 y 4 son
consistentes con b =-9a y ¢ = 24a.

Ahora usamos las ecuaciones que involucran d. Restamos Ecuaciéon 1 de Ecuacion 3:
(64a+16b +4c+d)—(8a+4b+2c+d)=2-456a+12b+2c =-2. (Ecuacion 7)
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Sustituimos b = -9a y ¢ = 24a en la Ecuacion 7: 56a +12(-9a) + 2(24a) = -2 56a - 108a + 480 = -2
(56108 + 48)a =2 —4o=—2:a=%.

Ahora que tenemos a, podemos encontrarby c: b =-9a = —9(%} = —%. c=24a= 24(%) =12.

Finalmente, sustituimos a,b,c en la Ecuaciéon 1 para enconfrar d: 8(%} + 4(—%) + 2(1 2) +d=4
4-18+24+d=410+d=4=d=-6.

Los valores son o:%, b:—;, c=12,d=-6. La funcién es f(x):%x3 —%xQ +12x — 6.
9

Verificacién de la condicion de punto de inflexion: f7(x) = éax +2b = 6[%)x + 2(—§J =3x-9.

f"(3)=3(3)-9=9-9=0. Esto es correcto. Para x < 3, f"(x) <0 (convexa). Para x > 3, f"(x) >0
(concava). El signo cambia, por lo que es un punto de inflexion.

Utiliza la derivada segunda para hallar los méximos y los minimos relativos de la curva
y = 2sinx + cos2x en el siguiente intervalo: [O,Qn].

Solucién: La funcidn es f(x) = 2sinx + cos2x. Dominio: [O,Qn}.

1. Calculamos la primera derivada: f'(x) =2cosx — 2sin2x. Usamos la identidad
sin2x = 2sinxcosx: f'(x) = 2cosx — 2(2sinxcosx) = 2cosx — 4sinxcosx = 2cosx (1-2sinx).

2. Encontramos los puntos criticos (f'(x) =0): 2cosx (1-2sinx) = 0. Esto implica cosx =0 o

1-2sinx =0.
Caso 1: cosx =0 En el intervalo [O,Qn], las soluciones son x = g Y X = %ﬂ
Caso 2: 1-2sinx =0 = sinx = % En el intervalo [O 27:] las soluciones son x = Z Yy X= 5:

. 5t 3=
Los puntos criticos son x = s

rr
6'2
3. Calculamos la segunda derivada: f”(x) = —2sinx — 2(2c0s2x) = —2sinx — 4C0s2X.

4. Evaluamos f”(x) en cada punto critico:

. Parax =2 f7| X | = —2sin| £ |- 4cos| 2- F |=—2 l _4cos| El=—1-4 l =-1-2=-3.
6 6 6 6 2 3 2

Como f"| = |=-3<0, hay un maximo relativo en x = :

( j 25|n( j+cos( j (%j-‘r%:]-‘r%:g. Maximo relativo en(g
( j=—2$ln( j 4cos[2-gj=—2(1)—4cos(n)=—2—4(—]):—2+4=2.

Como f”(gj =2>0, hay un minimo relativo en x = g

I\)IOO

. Para x ==: f
2
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f(gj = QSiﬂ(gj +cos(n)=2(1)+(-1)=2-1=1 Minimo relativo en (g]j

. Porox:ﬁzf" on =-2sin on —4cos 2-@ _ o1 —4cos CLa -4 1 =.
) 6 6 6 2 3 2
-1-2=-3

Como f” 5—: =-3<0, hay un méaximo relativo en x = 5—:

f ﬁ =2sin @ + COS @ =2 l +l:1+l=§.Méximoreloﬁvo en @,g .
6 6 3 2) 2 2 2 6 2

. Porox:ﬁ: i 3 =-2sin 3 —4cos 2-% =—2(—])—4cos(3n)=2—4(—1):
2 2 2 2
2+4=6.Comof” 3—; =6>0, hay un minimo relativo en x =%.
3n . (3m , . 3n

f > = 2sin > +cos(3n)=2(—])+(—1)=—2—1=—3. Minimo relativo en 7,—3 )

Resumen de extremos relativos en [O,Qn]:
. Mdaximos relativos: E,é y @é .

6 2 6 2

. Minimos relativos: [glJ y (%,—3}

12. Representacion grafica de funciones

39. Calcula los elementos caracteristicos y representa graficamente las siguientes funciones:
1

a) y=2x*-9x*+12x-4 b) y=x'-2x° c) y=1--
X
1 2 9x
d) y——o e) y=x*+% f -
)y x> —5x+6 )Y X )oY x* +2
Solucién:
a) y=2x>-9x*+12x -4

J Dominio: R.
. Puntos de corte con los ejes:
- EeY (x=0):y =-4.Punto (0,-4).

- Eie X (y =0): 2x* —9x? +12x — 4 =0. Por el teorema de
la raiz racional, prolbamos divisores de 4: +£1,+2,+4.
f(2)=2(8)-9(4)+12(2)-4=16-36+24-4=0. Asi que x =2 es una raiz.
Dividimos por (x —2): (2x° = 9x* +12x - 4) / (x = 2) = 2x* - 5x +2.

Resolvernos 2x% — 5x +2 = 0 x = 2 ‘245_]6 =Sj3.x1:5z3=2,x2=¥=%.
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Puntos (2,0) (raiz doble) y (%Oj
. Simetrias: No es par niimpar.
. Asintotas: No tiene asintotas (es un polinomio).

. Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos:
y'=6x2—18x+12= <6(x2 —3x + 2) =6(x—1)(x - 2). Puntos criticos: x =1,x = 2.

- (-.,1):y'(0)=12>0. Creciente.
- (12):y'(1.5)=6(0.5)(-0.5) =—1.5 < 0. Decreciente.
- (2%):y'(3)=6(2)(1)=12>0. Creciente.

Mdximo relativo en x =1:y (1) =2-9+12 -4 =1. Punto (1,1). Minimo relativo en x = 2:
y(2)=0. Punto (2,0).

. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién: y” =12x -18 = 6(2x - 3). Punto de

. o . 3
inflexion potencial: x = —.

_ [_oo%j: y"(0)=-18<0. Convexa.

_ (éwj y"(2)=6>0. Céncava.

2
Pun’rodeinflexiénenx:gzy 3 =2 27 -9 k2 +12 3 _422_@4_18_4:_5_4“4:_
2 (2 8 4 2 4 4 4
:—Z+14:l. Punto §l
2 2 22

b) y=x*-2x
. Dominio: R.
J Puntos de corte con los ejes:
- EeY (x=0):y =0.Punto(0,0).
- EeX(y=0):x'-2x*=0= x? (x2 - 2) =0. x =0 (raiz doble), x = +4/2. Puntos (0.0)

,(v2.0).(~V2.0).
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. Simetrias: f(—x) = (—x)4 - 2(—x)2 =x*-2x* =f(x). Es par, simétrica respecto al eje Y.

. Asintotas: No tiene asintotas.

. Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos:
y'=4x% —4x = 4x(x2 - 1) = 4x(x —1)(x +1). Puntos criticos: x =0,x =1,x = 1.

- (-o,-1):y'(-2)=4(-2)(3) =—24 < 0. Decreciente.
(-1,0): y'(-0.5) = 4(-0.5)(-0.75) =1.5 > 0. Creciente.
(0.1):y'(0.5) = 4(0.5)(-0.75) =-1.5 < 0. Decreciente.
- (1):y'(2)=4(2)(3)=24>0. Creciente.

Minimos relativos en x =—1,x =Ty (-1)=1-2=-1.y(1)=1-2 =-1. Puntos (-1,-1) y (1.-1).

Mdéximo relativo en x =0: y(0) = 0. Punto (0,0).

e  Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién: y” =12x?> — 4 = 4(3x2 - 1). Puntos de

inflexion potencial: 3x* —1=0= x* = l =X= L

\f
1 ,
- —0,—— [ y"(-1)=8> 0. Concava.
e

-~ (—L%] y"(0)=-4<0. Convexa.

_ (ﬁoo] y"(1)=8>0. Céncava.

1 1Y 1Y 1 2 1-6 5
Puntos de inflexion en +— =l =] “2|=|=m0-Z==—=-—=.
- e XI[IJ(J (3J939 9

1 5
Puntos| +—,——|.
[ﬁ 9j

) y=l--
X

. Dominio: R - {0}.
J Puntos de corte con los ejes:

- Eje Y (x =0): No hay (asintota vertical).
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~ HeX(y=0)l-lo0=1=tloxol Punto (1,0).
X X

J Simetrias: No es par ni impar.

. Asintotas:
- Vertical: x=0.lim (]—lj:—oo. lim (]—lj:oo.
x—0 X x—0 X

- Horizontal:y =1.1im, .., (1 - lJ =1
X

. Crecimiento y decrecimiento. Exiremos relativos: y' = x_]Q Puntos criticos: No hay
(y' nunca es cero).
- (-%,0):y'(-1)=1>0. Creciente.
- (0,»):y'(1)=1> 0. Creciente.
Siempre creciente en su dominio. No hay extremos relativos.

. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexiéon: y" = -2x~° = —%. Puntos de
inflexién potencial: No hay (y” nunca es cero). X

- (=»,0):y"(-1)=2>0. Céncava.
- (0,):y"(1)=-2<0. Convexa.

No hay puntos de inflexion porque la funcidén no es continua en x =0.

1
v = x?—5x+6
. Dominio: x? —5x+6¢0:>(x—2)(x—3)¢0:>x¢2,x¢3. Dominio:R—{2,3}.

d)

. Puntos de corte con los ejes:
1 1
- EieY (x=0):y=-—.Punto|0,— |.
e ¥ =01y =. Punio [0
- Eje X (y =0): No hay, ya que el numerador es 1.

J Simetrias: No es par ni impar.
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Asintotas:

- Verticales:x=2yx=3.lm__f(x)= =—oo.lim _.f(x)= = —o0.
X—> (O+)(_) X—2 (+)(07)
1 1
lim . f(x)= —=—w.lim___f(x)= — =+
() ()
. 1
- H tal:y =0.1i —_—
orizontal: y im, .. v 5x+6
Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos: y = (x2 - 5Xx + 6)4.
y':—l(x2 —5x+6)_2(2x—5)=— X5 > = 52X ~. Puntos criticos:
(x2—5x+6) (x2—5x+6)
5-2x=0=x= é
2
- (-=.2):y'(0 ):—>O Creciente.
- (2 g] y'(2 5 4 2 > 0. Creciente.
- (é 3) y <O Decreciente.
2 4
\ 5-8 .
- (3.»):y'(4)==—<0. Decreciente.
(+)
- . 5 (5)_ 1 1 1 _ 1
Iv\cmmorelo’rlvoenx_i.y[ij_ o . §_§ » 25_50+24_;]_ 4,
(2) ‘5[2]“5 4 2 4 4

Punto (é,—zlj.
2
Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion:

—2(x2 —5x+c’>)2 —(5—2x).2(x2 —5x+6)(2x—5)
y”:

(x2—5x+6)4
L, 2(x*=5x+6)-2(5-2x)(2x=5) ~2x* +10x =12 - 2(~4x> + 20x - 25)
. (x2—5x+6)3 B (x"’—5x+6)3
. —2x* +10x —12 +8x* — 40x + 50 6x —-30x +38
y" = . Puntos de inflexion
(x —5x+6) (x —5x+6)

potencial: 6x* —30x + 38 =0 = 3x? —15x +19 = 0. Discriminante
= (—15)2 —4(3)(19) =225-228 =-3 <0. No hay raices reales para y” = 0. Por lo
tanto, y” nunca cambia de signo. Como el denomlnodor(x — 5x +6) cambia de
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signoenx =2y x =3, la concavidad cambia.
38

- (-=.2)y"(0)= ke 0. Concava.
6(2.5)° -30(2.5)+38 _37.5-75+38 _ 0.5

(_]/4)3 ~1/64  —1/64
6(16)-30(4)+38 _
- (B0)y"(4)= (1¢) ( )J; _%¢ ]23O+ 38 _14 >0. Céncava.
(16-20+6) 2 8
No hay puntos de inflexion porque la funcion no es continua en x =2,x = 3.

< 0. Convexa.

— (23)y"(25)=

y=x2+Z
X

Dominio. La funciéon f(x) es racional y estd definida para todos los nUmeros reales
menos los que anulan el denominador.

D(f)=R-{0} =(~%,0)u(0,+x)
Puntos de corte con los ejes. Si x =0, entonces Uf(0). Y sif(x)=0, entonces

x> +2 =0=x*+2=0= x=3-2. Por tanto, la funcién solo corta al eje de
X

ordenadas en el punto (3/30)

n Como f(—x)=x* 2 #f(x), no hay simetrias.
X 3 3
Asintotas. Asintotas verticales. lim . X +2 =—oo, lim . X +2
X—> X X—>! X

vertical en x = 0. A la izquierda de la asintota x =0 la curva tiende hacia -« y ala
3 3
X" +2

X—>+00

= 400, Asintota

. ] . . X .
derecha hacia +w. Asintotas horizontales. lim, =+o0 y lim

+00.
X

No hay asintotas horizontales.

Crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. f'(x) =2X — % estd definida en
X

3 —
su dominio. f'(x) = 2x —% = 2)(—22 =0, para x =1que es el Unico punto critico.
X X

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 35



f)

9x

x> +2

Dominio: R (denominador x* + 2 nunca es cero).
Puntos de corte con los ejes:
- EeY (x=0):y=0.Punto(0,0).

- EeX(y=0):9x=0=x=0.Punto(0,0).
9(—x) -9
(_X)2+2_x2+2_

Simetrias: f(—x) =
Asintotas:

- Vertical: No hay.

x
-+ m -
Crecimiento y decrecimiento. Exiremos relativos:

9" +2)-9x(2x) 9x*+18-18¢" _18-9x* _9(2-X’)

- Horizontal: y = 0. lim, 0.

y' = (X2 ; 2)2 (X2 . 2)2 (X2 N 2)2 = (x2 N 2)2 . Puntos criticos:
2-x2=0=x=+2.
- (_oo,_\/i): y'(-2)= % <0. Decreciente.

_ (_\/E,\/E): y'(0)= 9£2) > 0. Creciente.

2

9(2-4)

- V2,0 y'(2)=———~<0. Decreciente.
( ) 2) (4+2)
Minimo relativo en x = —/2: y(—\/2) = % = —9T '2. Punto (—VQ,—%J. Mdaximo
+

relativo en x =+/2: y(\/E) :—;\/52 = % Punto [ﬁ#}
+

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion:
18x(x +2) ~9(2-x%)-2(x* +2)(2x)
(x2 + 2)4

y" —
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40.

_18x(x+2)-36x(2-X")  _18x° ~36x~72x + 36x°

o ,_ 18 —108x _18x(x" ~¢)

(x2 + 2)3 (x2 + 2)3 (x2 + 2)3 (x2 + 2)3 '

Puntos de inflexion potencial: 18x(x2 - 6) —0=x=0,x=+6.

_ (_Oo,_\/g); y"(_3)=]8(_(3)#<0. Convexa.

_ (_\/Z,o): y”(—]):% >0. Cédncava.

- (O,\/Z): y”(l):w<0. Convexa.

_ (\/Z,oo); y"(3):w>o. Coéncava.

Puntos de inflexion en x =0,x = +/6. y(0)=0. Punto (0,0). y(i\/g) _ J—;‘?\/QZ _ 196;/3
+
Puntos [iﬁi%]
» /-" "\-\.._\__\_.
1/ 5]

Calcula el dominio, los puntos de corte, las asintotas, los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como los extremos relativos, y efectia un dibujo aproximado de Ias

4
funciones: a) y=2= 3 b) y= 2= ]2 c) y =x’e™
X (x-1)
Solucion:
x*-3
a) ys=

*  Dominio: R - {0}.
. Puntos de corte con los ejes:
- Eje Y (x =0): No hay.
- EeX(y=0):x'-3=0=x*=3=x=+43. PunTos(J_ri‘/g,O).

_ 4
. Simetrias: f(—x) = ( X)X 3 _X ;3 = —f(x). Es impar, simétrica respecto al origen.
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. Asintotas:
x* -3 ) x* -3

- Vertical: x =0.lim , —— . ~
x—0 X x—0 X

. , X
- Horizontal: No hay.lim, ., = to0.
X

- Oblicua:y = x° - é. No tiene asintota oblicua (grado del numerador es 3
X
unidades mayor que el denominador).

. Crecimiento y decrecimiento. Exiremos relativos: y = x> - 3x”".

4
y'=3x? +3x 2 =3x? +% _3x ;3. Puntos criticos: 3x* +3=0=3x*=-3=x*=-1.
X

No hay soluciones reales. Como y'> 0 para todo x en el dominio, la funcidon es

siempre creciente. No hay extremos relativos.

2x —1
b =
) Y (x=1)

. Dominio: R —{1}.

] Puntos de corte con los ejes:

~  EHeY(x=0):y= ‘12=—1. Punto (0,-1).
]

- EjeX(y:O):Qx—1=0:>x=%. Pun’ro[%,O).
. Simetrias: No es par ni impar.

. Asintotas:

- Vertical:x=1.1im,, 2X_]2 :i+:oo,
(x-1" O
- Horizontal:y =0.lim,_,,, 2] =0.
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. Crecimiento y decrecimiento. Exiremos relativos:

y,:2(x—1)2—(2x—1)-2(x—1):2(x—1)—2(2x—1):2X_2_4x+2: 2 pinos

(=)’ (x=1) (=07 (x=))

criticos: -2x =0=x =0.

- (~0,0)y'(-1)= 2 < 0. Decreciente.

(-2)

-1 .
- 0.1):y'(0.5)= > 0. Creciente.
( ) ( ) (_0'5)3

- (leo)y'(2)= ;—34 <0. Decreciente.

Minimo relativo en x =0: y (0) =—1. Punto (0,-1). No hay mdéximo relativo.

y =xe™
. Dominio: R.
] Puntos de corte con los ejes:
- EeY (x=0):y=0.Punto(0,0).
- EHeX(y=0):x’¢™* =0=x=0.Punto(0,0).
. Simetrias: No es par niimpar.

. Asintotas:

- Vertical: No hay.

X3

- Horizontal:lim,_ x*e™ =lim,_, = =0 (exponencial crece mds rdpido que

X—0 ex
. . , . _ 3 .
polinomio). Asintota y =0 para x — w.lim,_,_ x’e™ =(-w) € =000 = —c0.

. Crecimiento y decrecimiento. Exiremos relativos: y' = 3x’e ™ + x° (—e‘x) =x’e™ (3 - x)

.Pun’ros criticos: x’e™(3-x)=0=x=00x=3.

- (-0)y(-1)= (—1)2 e'(3-(-1))=e(4)>0. Creciente.
- (03):y(1)=1e’(3-1
- (3»):y'(4)=4"e"(3-4)=16e"(-1)<0. Decreciente.

) =2e”' > 0. Creciente.
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41.

No hay extremo relativo en x =0 (la funcidn sigue siendo creciente). MAximo relativo en
x=3y(3)=3%"=27e". Punto (3, 27e‘3).

Calcula el dominio, los puntos de corte, las asintotas, los intervalos de crecimiento y

decrecimiento, asi como los extremos relativos, y efectUa un dibujo aproximado de las
1 1

I e’ -1

funciones: a) y=x>+ b) y=4x2+% c) y=

Solucion:
1
a) y=x"+—
X

J Dominio. La funcién f(x) es racional y estd definida para todos los nUmeros reales
exceptoenx=0.

D(f)=R-{0]

. Puntos de corte con los ejes. Si x =0, entonces ¥. Y siy =0, entonces K. Por tanto, la
funcién no corta a los ejes.

. Asintotas.

1 1 . 1
P+ =0+—=40,lm x’+—==0+—=-x,
+ X

Asintotas verticales. lim o X . 5 -
x> X 0 X 0

Asintota vertical en x =0.

A la izquierda de la asintota x = 0. La curva tiende hacia +« y a la derecha hacia

—00,
] . . s 1 . s 1 ]
Asintotas horizontales. lim,_, x* + — =+ ylim, , X + — = +o0. NO hay asintotas
. X X
horizontales.
. . . . —2X 2 ,
. Crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. f (x) =2X +—=2X——, esta
X X

2 2x* —2

definida en su dominio. f(x) =2x - = =0==——-=0, para x =1y x = 1 que son los
X X

dos puntos criticos.

Tiene dos minimos relativos en los puntos P(-1,2) y Q(1,2).
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b)

y =4x% + —
X

- [*]
N e —

1

Dominio: R —{0}.
Puntos de corte con los ejes:

- Eje Y (x =0): No hay.

3
4x +]=O:>4x3+l=0:>x3=—l:>x:—3—.

. 1
-  EeX(y=0):4x*+-=0=
je X{y=0) X X 4 4

Punto {—iﬁ,o}
4
Simetrias: No es par ni impar.

Asintotas:

- Vertical: x =0.lim__ . [4x2 + lj =o.lim (Afx2 + lj = —o0.
X—> X X— X

—  Horizontal: No hay.lim, ... (ztx2 + l} = o0,
X

3 J—
Crecimiento y decrecimiento. Exiremos relativos: y'= 8x — iQ = 8x 5 ].
X X

Puntos criticos: 8x* —1=0= x° = é = X= %

# =-9<0. Decreciente.

- (== 0)y'(-)

- O,l :y'(O.1):%<O. Decreciente.
2 0.01
] . 1 8_.I .
- 5% :y'(1)=——=7>0. Creciente.

animoreloﬁvoenx:l:y il =4 ! +2=1+2=3. Punto 1,3 .
2 "\ 2 4 2
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]
c) y=—
e’ -1

. Dominio: e* —1#0 = e* = 1= x # 0. Dominio: R —{0}.
Puntos de corte con los ejes:

- Eje Y (x =0): No hay.

Eje X (y =0): No hay (numerador es 1).

Simetrias: No es par niimpar.

Asintotas:

Vertical: x=0.lim o ] o0. lim R
X—> eX_

0 e 10

eX:

1
Horizontal: lim,_, ] 1 0. Asintota y =0 para x — .
o0
lim, , ., ] =——=-1 Asintotay =-1para x — —oo.
e*-1 0-1

X

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos: y' = —

( )2. Puntos criticos:
e -1

No hay (e nunca es cero). Comoe* >0y (ex - 1)2 >0 (para x #0), entonces y'<0
para todo x en el dominio. La funcion es siempre decreciente. No hay extremos
relativos.
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42.

Calcula los elementos necesarios para dibujar la grdfica de las siguientes funciones:

a)  y=+x®-3x b) yzlnTX c)
X

4 e) y=x+|n—X f)
X

y = COSX — COS*X

y =x +4-x

Solucion:

a)  y=+x®-3x

Dominio. La funcion f(x) contiene un radical de indice pary estd definida solo para los
nUmeros reales que hacen el radicando mayor o igual que cero.

x® —3x ZO:x(x2 —3)20:>x e[—\/g,O}u[\/g,—FOO)

Luego, D(f) = [—\/g,OJ u[\/§,+oo)

] Puntos de corte con los ejes. Si x =0, entonces y =0. Mientras que y =0, entonces
x, =0, x, =—/3 y x, = /3. Los puntos de corte son: (0.0). (—\/5,0) y (\/50)

. Asintotas. No fiene asintotas.

] Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.

y =+x>-3x = (x3 - 3X)V2

y'= %( 8 _ 3><)7V2 -(3x2 - 3) = % . L definida en (—\/5,0) U (\/§,+oo)

x® —3x
3 x2-1

2 e —3x

es punto critico, ya que x =1no pertenece al dominio de la funcion.

. f

4 f

y'=0= =0=x>-1=0, parax=-1yx=1. Pero solo x = -1

N !

-

b) y=l%

. Dominio. La funcién f(x) es racional, logaritmica y con radicales. D(f) = (0,+)

J Puntos de corte con los ejes. Si x =0, entonces ¥. Y siy =0, entonces hx =0, para
x = 1. Por tanto, la funcién corta a los ejes en el punto P(],O).
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c)

Asintotas.

. . . InX —o0 . .
Asintotas verticales. m | — = — = —ow. Asinfota vertical en x =0.
x—0 ’X O
. . . Inx . . -
Asintotas horizontales. lim, ., T =0, porque es una indeterminacién de la forma
X

(e 0] . s .
(—j donde el denominador crece mas deprisa que el numerador.
Q0

Asintota horizontal por la derecha eny =0.

Crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.

1 \/’ 1
—X —INX—=
y'= 2 . 2Jx _2-Inx definida en su dominio
()
, 2 —Inx 5 ” .
y'=0= W =0=2-Inx=0=1Inx =2, para x =e* que es un punto critico. Tiene
X“~/X

L. . 2 . .
un maximo relativo en el punto P(ez,— , €s creciente en (O,eQ) y decreciente en
2 e
(e ,+oo).

La grafica de esta funcion es:

y = COSX — COS*X

Dominio. D(f)=R
Puntos de corte con los ejes. Six =0, f(0)=0. Y sif(x)=0, entonces
cosx —cos’x = cosx(1-cosx) =0 = x =g+kn y X = k.

Simetrias. f(—x) = cos(—x) - cos® (-x) = cosx —cos’x = f(x). Luego es simétrica
respecto del eje de ordenadas.

Periodicidad. f(x + 2r) = f(x). Es periédica de periodo 2.

Estudiaremos sus elementos caracteristicos en el intervalo [O,Zn].

Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.

y' = =sinx — 2cosx - (—sinx) = sinx (—1+ 2cosx)
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d vy

sinx=0, six=0yx=n
y'=0= sinx(-1+2cosx) =0 = 1 - 5 que son puntos criticos.

COSX=—, SiX==yX
2 3 3

4

Ny e

Dominio. La funcién f(x) es racional y con un radical de indice par y estd definida
solo para los nUmeros reales que hacen el denominador nulo y el radicando
mayor o igual que cero, es decir,

4-x">0=xe(-22).
Luego, D(f)=(-2.2)

Puntos de corte con los ejes. Si x =0, entonces y = 2. Mientras que siy =0,
4

V4 - x?

Asintotas.

= 0. El Unico punto de corte es P(0,2).

Asintotas verticales.

. 4 4 . 4 4
lim —— =—=+40m, lim

x—>-2" ,4—X2 0t x—2" /4—X2 :O_+
Luego, hay asintotas verticales en x = -2 y x = 2. Asintotas horizontales. No hay
asintotas horizontales.

= 400

Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.
4

y Zﬁ
S R R e

que estda definida en su dominio.
4x

(4—x2)\/4—x2

-1/2

=4(4-x")

y'=0- =0-4x =0, para x =0 que es el punto critico
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e)

INx

y=X+—
X

Dominio. La funcién f(x) es racional y logaritmica. D(f) = (0, +x)

Puntos de corte con los ejes. Si x =0, entonces f(O). Y siy =0, enfonces x* +Inx =0,
que da lugar a un punto que nos es sencillo su cdlculo. Por tanto, la funcién corta
al eje OX en un punto.

Asintotas.

. . . INx
Asintotas verticales. lim (x +— =0+
x—0 X

. . . . . Inx
Asintofa vertical en x = 0. Asintotas horizontales. lim, . (x +— |=+0+ 0=+,
X

INnx . .. o .
— es una determinacion de la forma | — | donde el denominador
X 0

porgue lim

X—>+00

crece mas deprisa que el numerador y el cociente tiende a 0. No hay asintotas
horizontales.

Crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.

, 1 1 1-Inx
y'=1l+—-Xx-InX— =1+ —
X X X

y'>0,vx e D(f). Luego y es siempre creciente.

estd definida en su dominio
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f)

y =X +/4-x

Dominio.

La funcidn f(x) tiene dos radicales de indice impar. Por tanto,

x>0
= x<4
4-x>0

D(f) = [0,4]
Puntos de corte con los ejes. Six =0, entoncesy =2. Y siy =0, entonces kﬁx
La funcién corta a los ejes solo en el punto P(0,2).

Asintotas. No hay asintotas.

Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.

1 | Ja—x —x e
y'= - = que estd definida en (0,4).
2Ux  2J4-x  2Ux4-x (0.4)
Ja—x-x
y‘=O:—:O:\/4—x—\/;:034—x=x,porox=2queesunpun’ro
2Jx\4-x
critico.
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13. Problemas de optimizacion

43. Construccion de un parterre. Un jardinero quiere construir un parterre con forma de sector
circular y con un perimetro de 100 m. ¢Cudl debe ser el radio del parterre para que la
superficie sea maxima?

Solucién: Sear el radio del sector circular y L la longitud del arco. El perimetro del sector
circulares P=2r + L. Dado P =100m, tenemos 100 =2r + L = L =100 - 2r. La superficie del sector
circular es A = %rL. Sustituimos L: A(r) = %r(] 00— 2r)=50r —r?,

Para que el radio sea vdalido, r >0. Ademds, L>0=100-2r >0=100 > 2r = r < 50. Asi, el
dominio de A(r) es (0,50).

Para maximizar la superficie, calculamos la derivada de A(r) e igualamos a cero:
A'(r)=50—2r. 50-2r=0=2r=50=r=25.

Verificamos que es un méximo con la segunda derivada: A”(r)=-2. Como A"(r)=-2<0, el
punto critico r =25 corresponde a un mdaximo. Dado que es el Unico extremo en el dominio,
es el maximo absoluto.

El radio del parterre debe ser 25m para que la superficie sea mdxima. La
longitud del arco seria L =100 — 2(25) =50m. La superficie mdaxima seria

A(25)=50(25)—(25)" =1250 - 625 = 625m?.

44. De todos los rectdngulos de drea dada, A, encuentra las dimensiones del que tenga
perimetro minimo.

Solucion: Sean x e y las dimensiones del rectdngulo. El drea dada es A = xy. De aqui, y = é El
perimetro del recténgulo es P = 2x + 2y. Sustituimos y: P(x) = 2x + Q(AJ =2X +2AX".

X
Para que las dimensiones sean validas, x > 0.

Para minimizar el perimetro, calculamos la derivada de P(x) e igualamos a cero:

P(x)=2-2Ax?=2-22 2 22 02222 _ o x=JA (ya que x>0).
X X X

4A

Verificamos que es un minimo con la segunda derivada: P”(x) = 2A(-2)x™ = 4Ax° =—-.
X

Evaluamos P"(x) en x = JA: P”(\/X) = (jiTAf = A4—A\/X = % Como A >0, P"(\/Z) >0, lo que

confirma que es un minimo.
Las dimensiones del rectdngulo son x = JA. Calculamos y.y= A = A =+JA. Porlo tanto, el
X

JA

rectdngulo con perimetro minimo para un drea dada es un cuadrado de lado VA.
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45.

46.

Divide el nUmero 20 en dos sumandos, de forma que, su producto sea el mayor posible.

Solucion: Sean los dos sumandos x e y. La suma es x +y =20 = y = 20 — x. El producto es P = xy.
Sustituimos y: P(x) = x(20 — x) = 20x - x*.

Para que los sumandos sean vdlidos, podemos considerar x e [O,QO].

Para maximizar el producto, calculamos la derivada de P(x) e igualamos a cero:
P'(x)=20-2x.20-2x=0=2x=20=x=10.

Verificamos que es un mdéximo con la segunda derivada: P"(x) =-2. Como P"(x)=-2<0, el
punto critico x =10 corresponde a un mdaximo. Dado que es el Unico extremo en el intervalo
abierto (0,20) y la funcién es una pardbola que abre hacia abajo, es el méximo absoluto.

Six=10, entoncesy =20-10=10. Los dos sumandos deben ser 10 y 10. El producto mdximo es
P(]O)=10~IO=100.

¢Qué numero positivo sumado con su inverso da una suma minima?

. . " . 1 1 -
Solucion: Sea el numero positivo x. Su inverso es —. La suma es S(x) =X+ —. El dominio de la
g X X
funcién es x > 0.

1. Calculamos la primera derivada: S'(x) :1—%. 2. Encontramos los puntos criticos igualando
X

, 1 1 .. .,
S'(x)acero:l-—=0=1=—=x%=1.Como x >0, la Unica solucién es x = 1. 3. Calculamos la
x? x?

segunda derivada para verificar si es un minimo: §”(x) = % 4. Evaluamos §”(x) en el punto
X

critico x =1:8"(1) = ]% =2.Como $§"(1)=2>0, el punto critico x =1 corresponde a un minimo
relativo.

Dado que es el Unico extremo relativo en el dominio (O,oo) y la funcién tiende a infinito en los
limites del dominio (im _ .S(x)=c0ylim, , S(x) =), este minimo relativo es también el minimo
absoluto.

El nUmero positivo que sumado con su inverso da una suma minima es x = 1. La suma minima
1
es S(])ZHT:Q'
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47.

48.

Determina las dimensiones del fridingulo rectdngulo de mayor drea sabiendo que tiene un
perimetro igual a 16 cm.

Solucion:

Sea el tridngulo rectdngulo con catetos x e y, y la hipotenusa h. El perimetro es

P=x+y+h=16.El dreaes A= %xy. Por el teorema de Pitdgoras, x* + y* = h”.

De la ecuaciéon del perimetro, h=16 - x —y. Sustituyendo h en el teorema de Pitdgoras:

x*+y?=(16-x —y)2 X2 +y? =256+ x* +y? —32x — 32y + 2xy; 0 = 256 — 32x — 32y + 2xy Dividiendo
128-16x _16(8-x)
C16-x  16-x
El dominio para x es (0,8), ya que x >0y y >0. Sustituyendo y en la formula del drea:
A(X)zlx(lé(S—x)]z8x(8—x):64x_8x2

2 16 —x 16 —x 16 -x

por 2:16x + 16y —xy =128 Despejando y: y (16 —x) =128 - 16x iy

(64-16x)(16-x) - (64x—8x*)(-1)

(16-x)°

, 1024 — 64x — 256X + 16x° + 64x — 8x* | 8x% — 256x + 1024
A'(x) = 2 A'x) = 2
(16-x) (16-x)
Igualamos A'(x) = 0: 8x* — 256x +1024 = 0 x* - 32x + 128 = 0 Usando la férmula cuadrdticar
. 32+)(-32)° - 4(1)(128) _32+1024-512 _32+4512 _32+16J2
2

2 2 2
Los posibles valores para x son x; =1 6-8v2 ~4.688 yX, =16+ 82 ~27.312. Dado que

Calculamos la derivada de A(x): A'(x) =

—16+8V2

X e (0,8), el Unico valor vdlido es x =16 —8v2. Para este valor de x, calculamos y:

16(8-(16-8V2)) 16(-8+842) 16-8(v2-1) 16(v2-1) ,
y = 16—(16—8\/5) = 573 = 503 = NG =]6—8\/§.ASI,X=)/=]6—8\/§.

2
La hipotenusa h = {x* + y? =1/2(1 6 —8\/5) = (1 6 —8\/5)\/5 =162 —16. Las dimensiones del

tridngulo rectdngulo de mayor drea son x =16 —8J2cmyy=16-8J2 cm.

Aplica la regla de L'Hopital para hallar los siguientes limites:

) x> +8 . X—4 ) Inx ) Inx
a) lim b) Im, ,—— c) lm, ,— d) Iim —
) X—>-2 X 4 2 ) X—4 \/; _ 2 ) x—1 X — -l ) X—>+00 X
Solucion:
x> +8 (-2)°+8 —8+8 0 ,
a) lim, , Al sustituir x = -2, obtenemos = =—, una indeterminacion.
X+2 2+2 0 0
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g(X3 +8 3x? 2
Aplicamos la regla de L'Hopital: lim,_ , dé— =lim,, ,=—=3(-2) =3(4)=12
9 (x+2) 1
ax
b) lim_, X=4 Alsustituir x = 4, obtenemos =4 —_ 9 _ 0 nq indeterminacion.
X -2 Ja-2 2-2° 0
. T B I
Aplicamos la regla de L'Hopital: lim,_, dXT =lim,_,, e lim,,,23/x =2v4 = 2(2)=
. X -2 o
dx( ) 2/x
. Inx - Int 0 . . - .
c) limg,, 1 Al sustituir x =1, obtenemos -0 una indeterminacion. Aplicamos la regla
d 1
—(Inx) — :
de L'Hopital: lim,_,,-9X~— " —jim_, X =lim_,~ =1.
d 1 X
v i)
dx
. Inx o |n(+00) +00 . . s .
d) lim,, —— Alsustituir x - +ow, obtenemos =—, una indeterminacion. Aplicamos
X +00 +00
d 1
—(Inx) —
s . e ax . X . 1
la regla de L'Hopital:lim, ., - =lim,_.., 1= lim,_,,,—=0.
X
—(x
)

49. Utiliza el método mds sencillo para calcula estos limites. En el caso de que no se pueda
aplicar la regla de L'Hopital, explica la razén.

3 2 X
a) lim,_, 9% b) lim,, X2 "] o) im,., S
senx X“+1
Solucion:
tg(0
a) lm,,, fg2x Al sustituir x =0, obtenemos 9(0) = 9 una indeterminacion. Método
senx sen(0) 0
mas sencillo (sin L'Hopital): Usar limites notables lim,_,, fqu =lylim,_ Y _y
U U
tg2x oy
Jdim, fg2x lim, o 2% —lim,_, lax lim, ,,2 =2. (También se podria aplicar
senx senx 1-x
X
29 2(1)’
L'Hopital: lim, 256C72X _ ( ) =2).
COSX 1
S N P +2(1) -1 -
b)  lim . 221 o sustituir x =1, obtenemos 20 1 152124 (4 o g
X“+1 I +1 1+1 2

indeterminacion, por lo que no es necesario aplicar L'Hopital ni otros métodos
complejos. El método mads sencillo es la sustitucion directa.
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e’ -1 o e’ -1 4w . . ., .
—— Al sustituir x — +o0, obtenemos > =——, Una indeferminacion. Aplicamos
X (+oo) +o0

lim

X—>+00

—(e* -1
X—>+00 d)zj— =lim
a(XQ)

X

d
) e -
o™ Al sustituir x > +00 de nuevo,
X

la regla de L'Hopital: lim

X—>+0

+00

obtenemos

= Jio, otra indeterminacion. Aplicamos la regla de L'Hopital ofra vez:
2(+oo) +00

d_«
F(e ) . e . . . . .
X =lim - =+w0. El método mas sencillo es L'Hopital repetidamente,

ya que la exponencial crece mas rdpido que cualquier polinomio.
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Actividades Finales

Recta tangente y técnicas de derivacion

1.  Elespacio, en meftros, recorrido por un objeto viene dado por f(f) = g +2t+1, dondetes el
tiempo en segundos.
a) Calcula la velocidad media en los intervalos[1,3],[1.2] [11.5]y [11.1].

b) Hallala velocidad en el instante t =1.

Solucion:

La funcién de posicion es f(t) = %TQ +2t+1. La velocidad instantdnea es la derivada de la
posicion: v (t)=f(t)=t+2.

. . . f(b)-f(a)

a) Lavelocidad media (VM) en un intervalo [o,b] se calcula como g

()= (1) +2()+1=0.5+2+1=35

(11 = (11 +2(1.1)+1=0.5(1.21) +2.2+1-0.605+ 2.2+1-3.805

f(1 5)=%(1 5)° +2(1.5)+1=0.5(2.25)+3+1=1.125+ 3 +1=5.125

f(2):%(2)2+2(2)+1=O.5(4)+4+1—2+4+1—7

f(3)=%(3)2+2(3) 1=0.5(9)+6+1=45+6+1=11.5

Intervalo [1,3]: = f(3)- f(]) 11.5-35_8 2 —4m/s.

3-1 2 2
Intervalo [1,2]: = f(2)-1( ) /=35 _ =3.5m/s.
2-1 1
Intervalo[1,1.5]: = f0.5)-f( ) 2125-3.5 1625 _ 5.5 m/s.
1.5-1 0.5 0.5
Intervalo [1,1.1]: = f-f(0) _3805-3.5 0305 3.05 m/s.
1.1-1 0.1 0.1
b) Lavelocidad en elinstante t=Tesv(1)=f(1)=1+2=3m/s.
2. Calcula la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x)=x* —% b) f(x)=x* NN c) f(x)= (2—5x)(2x2 +4x)
2 — 5x 2x° Jx
d) f(X):m e) f(X)=X2+2 4 f) f(X)Zm
9 fx)=>2-241 h) f(x)z(%j ) F(x)=5x-2x
x? X -
X

)] f(X)— 5 x
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Solucion:

a)  f(x)=x*=7x"f(x)=2x-7(-T)x? =2x +12.
X

1 1
b) f(x)=x?—2x"2f(x)=2x-2| = [x " =2x—-x"? = 2x — —.
) ()= =20 () =22 7 =207 -2

)  F(x)=(2-5x)(2x" + 4x) f'(x) = (=5)(2x* + 4x) + (2 - 5x) (4x + 4)
f'(x)=-10x* - 20x + (8x +8-20x° - QOX) f'(x)=-10x* - 20x — 20x* —12x + 8 = -30x* - 32x + 8.
(—5)(x2 + 2) —(2-5x)(2x)
2

-5 -10-(4x-10x*)  _5¢? 10— 4x+10x? 5x* —4x 10

d) F(x)= 22 F(x)-

fl(x)_ 2 2 2
(x2 - 2) (x2 - 2) (x2 - 2)
& f(x)- gxs 0= (6x2)(x2 +2)—(22x3)(2x) o 6t +19%°2 —24x4 o +]2);2 _ 2x2(x2 +26)
X“+2 (x2 + 2) (x2 + 2) (x2 + 2) (x2 + 2)
]j(x2+2)— Jx (2x)
0 (- f'(x>=LM 2( ) F(x) -
X*+2 (x2 +2) 2\/;(x2+2)
g) f(x):x—i—x—22+1f'<*>=—6x-3
(2 v ___ 64
h) f(x)_(x_Qj -8t
) f(x)= (Sx - 2x2)V3 f(x)= l(5x - 2x2)72/3 (5-4x)= 5_—4X
2 335x - 2x?
, X x5 2 1 _ 1
D)= S =R o T T . x{(2-x)"
X 2-x)
2-Xx
Calcula la derivada de estas funciones exponenciales o logaritmicas:
a) f(x)=e+x b) f(x)=3* c)  f(x)=x*>
d)  f(x)=xnx e) f(x)zln\/; f)  f(x)=log,(2x+1)
9) f(x)zl)r<1_x h) f(x)=(x2+1)e‘X
Solucion:

a) f(x)=e™+xf(x)=e(-5)+1=-5e" +1.
b) f(X)=32x f'(X)=32x '|n3.(2)=2_32x In3.

c) f(x)=x’f(x)=(2x)e* +x* (e2X -2) =2xe™ + 2x*e™ = 2xe™ (1+x).
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d)  f(x)=xAnx f(x)=(2x)Inx + x* (%j =2xInX + X = X (2nx +1).

1

11
2 x 2

&) f(x)=InVx =In(x"?) = Inx £(x) -
(2x +]1) (2)= (2x +21)|n2'

)- ( )(xj 2X|nX_X:x(2Inx—1)
(Inx)* (Inx)” (Inx)*

) f(x)=logs(2x+1)f(x)=

y (2x)(Inx
9) f(x)= ()=

h)  f(x)= (x2 + 1)e’X f(x)=(2x)e™ + (x2 + ])(e’X -(—1)) =2xe™ - (x2 + 1)e’X —e™ (2x N ])

—e™* (x2 — X+ ]) =-e™(x- 1)2.

Calcula la derivada de estas funciones frigonométricas:

a)  f(x)=cos(2x-1) b)  flx)=— ) flx)=xcos2x
1+ cosx
d) f(x)=1g’x e) f(x)=e*cos2x f) f(x)=Invsenx
g) f(x)= orcsen% h)  f(x)=x*-arctgx i) f(x)=cosx—2xsen’x

. tox
) f(x) - 1+ senx

a)  f(x)=-2sin(2x-1), f(x) =—-2sen(2x 1)

senx F(x) = COsX(1+COsX) — senx(-senx)  CosX +Cos” X +sen’x  COSX + 1

+COSX (1+ cosx)? (1+ cosx)? (14 cosx)?
]

1+ cosx

b)  flx)=1

c) f(x)=xcos2x, f'(x)=1-cos2x + X(—2) sen2x = COs 2X — 2x sen2x

d)  f(x)=tgx = (tgx), f'(x) = 2tgx - ]2 _ 2’r92x
cos’x cos’x

e) f(x)=e"cos2x, f(x)=e* cos2x +e*(-2 sen2x) = e*(cos 2x — 2 sen2x)

f)  f(x)=InVsenx =|r1(senx)v2 = %In(senx),f’(x) 1 cosx lco’rgx

2 sinx 2
1 ] 1 1 -1
9)  flx)=arcsen—, f(x) = ——x| ~— | = ———
X 1Y X 2 1
X X
3 —
h)  f(x)=x? —arctgx,f/(x) = 2x — 12:2x +2;< 1
1+x 1+x

i) f(x)=cosx—2xsen’x, f'(x)=—-senx — (2$en2x +2X - 2senx - cosx) = —senx(1+ 2senx + 4xcosx)

f(X) _ tgx f'(X) _ cos’x -(1+senx)—’rgx.cosx _ 1+senx +senx - cos” x

1+senx’ (1+senx)2 - (cos?x)(Hsenx)2
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Determina si la funcién y = e* —3e™ verifica la ecuacién y” —y'— 2y = 0.

Solucién:
Primero, calculamos las derivadas primera y segunda de y: y =e* —3e™

y'=2e* - 3(—e‘x) =2 +3ey" = 2(2e2X ) + 3(—e‘x) =4e” —3e™*

Ahora, sustituimos en la ecuacion y” —y'— 2y =0: (4e2x - 3e’x)— (2e2X + 3e’x)— 2(e2X - 3e’x)
=4e¥ -3e™ -2e™ -3e -2 +be = (4-2-2)e” +(-3-3+6)e*=0e” +0e ™ =0.Si, la
funcion y = e —3e ™ verifica la ecuacion y” —y' -2y =0.

Determina los puntos de la curva y = %X2 +4x + 4 en los que la recta tangente pasa por el
origen de coordenadas.

y:%x2 +4X+4, y'=x+4

Solucién:

Sea P(xo,yO) el punto de la pardbola en el cual la recta tangente pasa por el origen de
coordenadas, es decir, por O(0,0). Su ecuacion es:y —y, =m(x — X, )

Como y, =f(X,) = %xg +4%, +4y m=y'(x,) =X, +4, entonces la ecuacion de la recta

tangente es:y — (% X5 + 4%, + 4} =(Xo +4)(X=X,)
Esta recta tangente debe pasar por el origen O(0,0), luego:

O—(%xg+4x0+4j=(x0+4)(0—x0) —%x§—4xo—4=—x§—4xo x2-8=0 X,=1/8 =122
Los puntos de tangencia son: R, (—2\/5,8—8\/5) y PR, (2x/§,8 + 8x/§).

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y = x* + 2e* en el punto de
abscisa x =0.

Solucion:

Sea f(x) =x? +2e*. Primero, encontramos el punto de tangencia. Para x = 0:

y=f(0)= (O)2 +2e° =0+2(1)=2. El punto de tangencia es P(0,2).

Ahora, calculamos la pendiente de la recta tangente, que es f'(0). f'(x) = 2x + 2e*.

m, =f(0)=2(0)+2e° =0+2(1)=2.

La ecuacion de larecta tangente esy —y, =m, (X=X, ):y —2=2(x-0)y =2=2x y =2x + 2.

La pendiente de la recta normal esm, = _mi = —%. La ecuaciéon de la recta normal es
t
1 1 1
—Yo=M (X=X, ):y-2=—=(x-0)y-2=—=Xy=—=Xx+2.
Y =Yo=m,(X=X):y 2( )y XY ="3
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Determina los coeficientes de la curva y = ax® + bx si la ecuacion de la recta tangente en el
punto (1) es: 3x—y -2=0.

Solucién:
y=ax’+bx y'=3ax’+b

Sila curva pasa por el punto P(],]), entonces:1=a+b

Como la recta tangente en el punto P(],]) esy =3x -2, entonces la pendiente esm=2vy, por
tanto, y'(1)=3. Luego, 3=3a+b

1=
Resolviendo el sistema a+b ,dacomoresultadoa=2yb=-1.

3=3a+b

Por consiguiente, la curva pedida es: y = 2x® - x
X

s e .
alla la ecuaciéon de la recta tangente a la curvay = 1 en el punto de abscisa x =1.
X +

Solucion:
Six =1, entonces y:izg
+1 2
. e*(x2 +1)—eX - 2X ex(x2 —2x+1)
y'= —— _ —
(x + 1) (x + l)
. , e(1-2+1)
La pendiente de la recta tangente enx=les:m=y'(l)=————==0

(1+1)
Luego, la ecuacion de la recta fangente el punto de abscisa x =1es:

y —% =0(x-1)=y =% (recta horizontal)

Encuentra todos los puntos de la grafica de la siguiente funcién en los que la recta
tangente es horizontal: g(x) =sen2x — 2senx.

Solucion:

Una recta tangente es horizontal cuando su pendiente es O, es decir, cuando la derivada
de la funcién es 0. g(x) = sen2x — 2senx. g'(x) = 2C0s2x — 2COsX.

Igualamos g'(x) = 0: 2cos2x — 2cosx = 0 cos2x — cosx = 0 Usamos la identidad cos2x = 2cos’x —1:
(2c0s?x —1) - cosx = 0 2cos’x — cosx —1=0.

Sea u =cosx. La ecuacion se convierte en 2u” —u —1=0. Usando la férmula cuadrdtica

‘(‘])i\/H)2 —4(2)(-) 154148 1549 143

parau:u= . Tenemos dos soluciones para u:
2(2) 4 4 4
1+3 4 -3 -2 1
U]:—:—:]_ 2:—:—:——.
4 4 4 4 2

Caso 1: cosx =1. Esto ocurre para x = 2kn, donde k es un entero. Para estos valores de x,
g(x)=sen(2-2kn)—2sen(2kn) = sen(4kn)—2sen(2kn)=0-2(0) =0. Los puntos son (2k=,0).
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Caso 2: cosx = —%. Esto ocurre para x = % +2Kkny

X = % + 2kn, donde k es un entero. Para x = % + 2km:

g(iﬂ = sen(2 %)—QSen(%) = sen(%) —25en(%) = —%—2[%} = —ﬁ—f = —ﬂ.

2n 3\/3]

Los puntos son [?

Porox—4—+2k gl — |=sen 2-ﬂ —2sen 4n =sen 8n —2sen 4n =sen 2n
3 3 3 3 3 3 3

—25en(%}=§—2[—§j f f—i Los pun’rosson(%+2k i}

Los puntos de la gréfica donde la recta tangente es horizontal son (2k=,0), {2371 + 2km, S[J
L% SIJ para cualquier entero k.

Halla la pendiente de la curva f(x) =

en el punto de abscisa x =-1.
X +9

Solucion:

VX* +9 Cxe X
fr(x): 20x2+9 9

R

La pendiente de la curva en el punto de abscisa x =-1es: m= f’(—]) =

9 :wﬁ
10410 100

, donde a es un numero real. Encuentra para qué valores de a

2

Considera la curva f(x) =
X—a

la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x =1es paralela alarecta 3x+y -3=0.

Solucién:
Larecta dada es3x+y —3=0, que se puede escribir como y = -3x + 3. Su pendiente es
m =-3. Si la recta fangente a f(x) en x =1es paralela a esta recta, entonces la pendiente

de la tfangente debe ser -3. La pendiente de la tangente es f'(x). Primero, calculamos f'(x):
F(x) = 2x(x—a) —QX2 (1) _2x —2c1x2— x*_x —20;(_

(x-a) (x-a) (x-a)

P-20(1) 1-2a

(-a)  (1-a)

Ahora, evaluamos f'(x) enx=1 f'(])
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1-2a

2

Igualamos f'(1) a la pendiente de la recta dadar =-3.1-2a=-3(1- o)2

(1-9)
1—20:—3(1—20+02)1—20=—3+6o—302302—20—6o+1+3:0302—80+4:0.
Usamos la férmula cuadrdtica para a:
~(-8)+(-8) ~4(3)(4) 8:J64—48 8:18 84

2(3) - 6 66
=8+4=E=2 8_4

a= . Tenemos dos posibles valores para

a q,=2"4.4_2

s 6 TR 66 3
Estos valores de a hacen que la recta tangente en x =1sea paralela alarecta 3x +y -3 =0.
Debemos asegurarnos de que x =1este en el dominio de f(x), es decir, x #a. Paraa=2,1= 2.

Paraa=2/3,12/3. Ambos valores son validos.

Halla la ecuacion de la pardbola y = ax? + bx + ¢, sabiendo que pasa por el punto (],3) y es
tangente en el origen de coordenadas a la bisectriz del primer cuadrante.

Solucién:
y=ax’+bx+c, y' =2ax+b

Si pasa por el punto (1,3), enfonces:3=a+b+c
Si pasa por el origen (0,0), entonces: 0=c
Como es tangente en el origen (0,0) a la bisectriz del primer cuadrante, y = x, enfonces m =1,
por tanto, verifica:
y'(0)=1=1=b
Luego, a=2 En consecuencia, la ecuacion de la pardbola buscada es:

y =2X% + X

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

F(X) = X6 —x° +1 2 _

z) (x)_x5 x° + a) f(x):x 21

) f(x)=x s T+ x
c)  f(x)=(x=1)(2¢+7) h) f(X)=2X§X_3

2 1 s

R (72”)2 ) 0=y35
e) f(x)=>5x _3&+F D f(x)- s
f)  f(x)=V6-x
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Solucion:

a) f(x) =x® —x* +1f(x) = 6x° - 5x*.

b)
c)

d)

e)

f)

g)

h)

i)

f(x):x"”+3x"f'(x)=5x4 3x? =5x* —3.

2

F(x) = (x=1)(2 +7) F(x) = (1) (2" +7)+(x - )( X)F(X)=2X" +7 +4x% — 4x = 6x* —4x + 7.
(

f(x)=x2(i2+x5j x(x +x) 1+X f'(x)=7

X

_Ey2 A2 20U\ _ l “12 CA\y3 _i_i
f(x)_5x 3x7% +2x f(x)_10x 3[2jx +2( 2)x =10x e X
F(x) = P6—x F(x) =~ (6-x) 7 (1) = -
(=48 7= 360) ()=

-1)(2x) f) =

f(X) :L—Q] f'(X) _ (QX)(H_X?)_(X; _ 2%+ 2x° _(2);3 _QX) _ 2x +2x° —2);3 + 2x
T+X (1+x2) (1+x2) (1+x2)
_ 4x
(1+x2)
f(X)Z EX fl(x):(Q)(QX _3)_(3 )(4X) f'(X)=4X2_6_82XQ _ —4X2—62 :_2(2X2+32)‘
2x7 -3 (2x*-3) (2¢-3)  (2¢-3)  (2x*-3)
f)= =2 b T 3 v (03)
3-x 2 | x (3-x :
\/3_)( 2%(3-x)

7 —4x

f(x)= (7x —2x? )W f(x)= %(7x —2x? )7]/2 (7-4x)= o

Calcula la derivada de estas funciones exponenciales o logaritmicas:

a)  flx)=2" e) f(x)=x23"
b)  f(x)=log,(5x - 2) f)  f(x)=In(cos®x)
c) fx)=x*e* g) f(x)=In*(5-x)
d) f(x)=Inv3x—x? h)  f(x)=In(5-x)?
Solucion:
a)  f(x)=2" f(x)=2"n2

, 5
b) f(X)2I092 (5X—2) f (X)Zm
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16.

c)  f(x)=x%e® f(x) =2xe*(1-x)
d)  f(x)=In(3x=x*) f'(x) Cfx_%);

&) f()=x e Fx)=xe"(3-x)

) f(x)=I (cos x) (X)ZQ;S(’)Z:Z_%O”X

9)  f(x)=In*(5-x)=0n(5-x)F f’(X):%

h)  f(x)=In(5—x = 2In(5-x) f’(x)=25___lx

Calcula la derivada de estas funciones trigonométricas:

a)  f(x)=senx+xtgx b)  f(x)=x*cotgx c)  f(x)=cosxtgx
1-tgx

d) f(x):l+’rgx e) f(x)=sec’ f)  f(x)=xcos*(3x)

Solucién:

a)  f(x)=senx+xtgx f(x) = cosx +(1)tgx + x(sec’x) = cosx + tgx + xsec’x.

b)  f(x)=x"cotgx f(x)=(2x)cotgx + x* (—cosec2x) = 2xcotgx — x’cosec?x.

c) f(x)=cosxtgx = cosx f:eor;X =senx (para cosx # 0) f'(x) = cosx.
X

e

F(x)= —sec’x —sec’xtgx — sec?’x + sec?xtgx _ -2sec’x
(1+1gx)’ (1+1gx)*
2senx

Ccos’x

f)  f(x)=xcos’(3x)f(x)=(1)cos’ (3x)+x(2cos(3x))(-sen(3x))(3)
f'(x) = cos? (3x) — 6xcos(3x)sen(3x).

= 2tgxsec’x.

e) f(x)=sec’x= (c:osx)f2 f'(x)= —2(cosx)’3 (—senx) =

@ Solucionario 1 BACH Matematicas CT Unidad 10

61



17. Sif(x)=x% calcula f(x)y f"(x). Después, dibujaf,f'y f” en el mismo sistema de ejes y analiza
los resultados.

Solucion: f(x) = x> f'(x) = 3x* f"(x) = éx

Anadlisis de los resultados:

- f(x) =x°: Es una funcién cubica, simétrica respecto al origen. Es creciente en todo R.
Tiene un punto de inflexién en x =0.

- f(x)=3x"Es una pardbola que se abre hacia arriba, con su vértice en (0,0).
*  f(x)20 paratodo x, lo que confirma que f(x) es creciente en todo R.

. f(x)=0enx=0, lo que indica un punto critico. Sin embargo, como f(x) no
cambia de signo, no es un extremo relativo, sino un punto de inflexién con
tangente horizontal.

- f”(x) = 6x: Es una recta que pasa por el origen.

. f”(x) <0 para x <0, lo que indica que f(x) es concava (abierta hacia abajo) en
(—oo,O).

. f”(x) >0 para x >0, lo que indica que f(x) es convexa (abierta hacia arriba) en
(O,oo).

J f”(x) =0enx=0, y cambia de signo, lo que confirma que x =0 es un punto de
inflexion para f(x).

-10

18. Considera la funcién f(x) =e* —e™. Calcula f'(x) y f"(x).

Solucién: f(x)=e* —e™f(x)=e" —(—e’x) =e*+e*f"(x)=e"+ (—e’x) =e* —e* Nobtese que

f"(x)=f(x).
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20.

Halla las derivadas de las siguientes funciones:

a. f(x)= X
Y3x -1
b. g(x)=e™In(x+2)
X—1
c.  h(x)= i
d. i(x)=xarctgx
Solucioén:
a. f(x)= X u=—x:>u’=—]v=(3x—1)_%:>v'=—§(3x—1)_g
' Y3x -1 2
1 3 1 3x
. . 3 A
f(x):(—l)(Sx—])2+(—x)(—§(3x—])QJz 2 - Xg
(Bx—12  2(3x—1)?
_ 2% _ A2x-1 v 2% _ 2x-1, _ [ ]
b. g(x)=eIn(x+2)u=e*"=u'=e""(2)=2¢ v_Ir1(x+2):>v_XJr2
. xe w1 - 1
g'(x)=2e*In(x+2)+e’ ‘X+2:e2 '(2In(x+2)+x+2j
Cfx=1 oy Ix=1e 2 Wxsl 1 1
¢ h) =\ =367 K+ T+ dx—Tx+ 1P
. L . N 1
d. l(x)_xorc’rgxu_x:u_1v_orc’rgx:>v_]+xz/(x) 1-arctgx + x 3 (:1rc’rgx+]+x2

Para la funcién f(x) = Vx* + 3x, se pide:

a.
b.

C.

Determinar su dominio y su paridad.

f(x)
X
Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) para x =1.

Calcular los limites siguientes: lim ylim,,_, (f(x)+x)

X—>—00

Solucion: f(x) = vx* + 3x

a.

Dominio: Para que f(x) esté definida, el radicando debe ser no negativo: x2 +3x>0.
x(x + 3) >0. Las raices son x =0y x = -3. Analizando |os signos:

«  Six<-3, x(x+3)=0.

¢ Si-3<x<0,x(x+3)<0.

¢ Six=0,x(x+3)=0.

Por o tanto, el dominio es D(f) = (0,3 Ju[ 0,0).

Paridad: Calculamos f(—x) = ,/(—x)z +3(—x) =vx* =3x. Como f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x),

la funcién no es par niimpar.
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21.

Limites:

\/X2 +3x

) f
J lim, ,  ——==Iim,_, Para x — -0, X es negativo, entonces vx? |x|

(H j |x|1/1+— T
lim =lim_, X —lim,, , ——* =lim 1+—= ~J+0=-1

X—>—00 X—>—00

X

o lim, L (f(x)+x)=lim, (m + x) Es una indeterminacion del tipo o — .
Multiplicamos por el conjugado:

R | L I (s G

o X% +3x = x M " aax-x _“mHimm

Dividimos numerador y denominador por X. Recordamos que para x — —oo,

2 . 3 3
\/X_=—X.|Imx_) —— =lim,, =lim, |
x° +3x 5 / 1+ ]+§
X VX g
X
. 3 3

:IImXH—oo _:__.

3 . Jle0-1 —1—1 -2 2

—T+==1
X

Ecuacion de la recta tangente en x = I: Primero, verificamos que x =1estd en el dominio:

I +3(1)=4>0. Si estd. Punto de tangencia: y =f(1) = /" + 3(1) = J4 =2. El punto es (12).

2X+3

2Ux% + 3x

Calculamos la derivada f/(x): f(x) = (x2 + 3X)V2 f(x)= %(x2 + 3x)7v2 (2x+3) =

2)+3 5 5 _5
2,2 +3(1) T4 2(2) 4

Ecuacién de larecta tangente:y —y, =m(x—x,)y -2 :g(x—l) 4(y-2)=5(x-1)
4y —-8=5x-55x -4y +3=0.

Pendiente de la tangente enx=T:m=f(1) =

Se considera la funcion f(x) =x* +ax® + x* + bx. Halla los valores de los pardmetrosa 'y b
para que las rectas tangentes a la grdfica de f en los puntos de abscisa x=0y x =1sean
horizontales.

Solucion: Silas rectas tangentes son horizontales, sus pendientes son cero. Esto significa
que f(0)=0y f(1)=0. La funcién es f(x) = x* + ax® + x* + bx. Calculamos la derivada:
f'(x)=4x>+3ax’ + 2x +b.

Aplicamos las condiciones: 1) f(0) = 0: 4(0)3 + 3(::(0)2 +2(0)+b=0=b=0.

2) F(1)=0: 4(1)’ +3a(1)’ +2(1)+b=04+3a+2+b=06+3a+b=0.

Sustituimos b =0 en la segunda ecuacion: 6+3a+0=0=3a=-6=a=-2.

Los valores de los parédmetros sona=-2y b =0.
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22.

x2 —2x

Dada la funcién f(x) = T calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva f(x)

en los puntos de abscisa x =0y x = 2. éSon estas rectas paralelas? éExiste algun punto en la

recta tangente a f(x) que tenga pendiente 1? En caso afirmativo, encuéntralo.

2
Solucion: La funcién es f(x) = X - Q]X. Dominio: x # 1. Los puntos x =0y x =2 estdn en el

dominio.

Calculamos la derivada f'(x) usando la regla del cociente: u=x*-2x = u'=2x -2

v=x—1:>v'=1f'(x):(QX_Q)(X_])_(XZ_QX)(]):Q(X_])Q_X(X_Q)
(x=1) (x-1)

2(x* = 2x+1) = (x* - 2x) _ 2 —Ax+2-x+2x _ XP-2x+2

(x=1) (=1’ (=)

f'(x) =

2 J—
Recta tangente en x = 0: Punto: y, =f(0) = O—f(o) =0. Punto (0,0). Pendiente:
2 —
m, =f'(0)=%=%=2. Ecuacion:y —0=2(x-0)=y =2x.
(0= 22 -2(2) 4-4 ,
Recta tangente en x = 2: Punto: y, =f(2) = S C 1 0. Punto (2,0). Pendiente:

2_
2 2(2)+2=4‘4+2=2=2. Ecuacion:y —0=2(x-2)=y =2x—4.
(2-1) I 1

¢Son estas rectas paralelas? Si, ambas rectas fienen la misma pendiente m, =2 y m, =2, por
lo tanto, son paralelas.
¢Existe algin punto en la recta tangente a f(x) que tenga pendiente 1? Buscamos x tal que

X2 —2x+2
(x=1)°
que significa que no existe ningun valor de x para el cual la pendiente de la recta tangente

sea 1. Porlo tanto, no existe ningun punto en la curva donde la recta tangente tenga
pendiente 1.

f(x)=1: =1x? —2x+2=(x—1)2 x? = 2x+2=x%-2x+12 =1Esta igualdad es falsa, lo

Crecimiento, decrecimiento y extremos

23.

Se muestran las grdficas de la funcion f' derivada de una funcién f. éCudles son los intervalos
de crecimiento y decrecimiento? ¢Hay algun extremo relativo? éEs mdximo o minimo?

a. Grdfica )

b. Grdficab)

al ¥ bl
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Solucion: Recordamos que:

Sif(x) >0, f(x)es creciente.

Sif(x) <0, f(x) es decreciente.

Si f'(x) cambia de signo de positivo a negativo, hay un maximo relativo.
X)

Si f'( cambia de signo de negativo a positivo, hay un minimo relativo.

a.  Grdficaa) (f(x)):

f(x)>0en(—,0)y(2x).= f(x) es creciente en (—,0) y (2,).
f(x)<0en(0,2). = f(x) es decreciente en (0,2).

En x =0, f(x) cambia de positivo a negativo. = f(x) tiene un maximo relativo en
x=0.

En x =2, f(x) cambia de negativo a positivo. = f(x) tiene un minimo relativo en
X=2.

b.  Grdficab) (g'(x)):

g'(x)<0en(—»,0)y(0,2). = g(x) es decreciente en (—»,0) y (0,).

g'(x)=0enx=0.Sin embargo, g'(x) no cambia de signo. = g(x) no tiene
extremos relativos en x =0.

24. Dibuja de forma aproximada, a partir de la gréfica de cada funcidn, la gréfica de su
funcion derivada correspondiente.

a. Grdfica a)

b. Grdfica b)

c. Grdficac)

-

Solucién: Para dibujar la gréfica de la derivada f'(x) a partir de f(x), observamos:

Donde f(x) es creciente, f/(x) > 0.

Donde f(x) es decreciente, f/(x) <.

Donde f(x) tiene un méximo o minimo relativo (tangente horizontal), f(x) =0.
(x)

Donde f(x) tiene un punto de inflexion, f'(x) tiene un extremo relativo.
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25.

Grdfica a) (Pardbola f(x) = x?):
«  f(x)es decreciente en (-«,0) y creciente en (0,).
«  f(x) tiene un minimo en x =0.

= f'(x) serd negativa en (-x,0), positiva en (0,0) y cero en x =0. La gréfica de f/(x) es
una linea recta que pasa por el origen con pendiente positiva (como f'(x) =2X).

Grdfica b) (Funcién cUbica f(x)=x°):
«  f(x)es creciente en fodo R.
. f(x) tiene un punto de inflexion con tangente horizontal en x =0.

= f'(x) serd positiva en todo R excepto en x =0 donde es cero. La gréfica de f(x) es

una pardbola que abre hacia arriba, tocando el eje x en el origen (como f'(x) =3x%).

Grdfica c) (Funcién cUbica con dos extremos f(x) = x* - 3x):
«  f(x)escreciente en(—o,~1) y (1).

«  f(x)es decreciente en (-11).

«  f(x)tiene un méximo en x =1y un minimo en x =1.

= f'(x) serd positiva en (—e0,—1) y (1), negativa en (-11) y ceroenx =—ly x =1. La
grdfica de f'(x) es una pardbola que abre hacia arriba, cortando el eje x en x=-1y
x=1(como f'(x) =3x*-3).

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos de las

funciones:
a.  f(x)=x>-3x*+4
b. f(x)=x"-x"-3
c. f(x)=x-e™
d.  f(x)=x-2senx, xe(0,2r)
X2 +1
e. f(x)= T
f. f(x):ln(1—x2)
Solucion:
a.  f(x)=x°-3x*+4 Dominio: R. f'(x) = 3x* - éx = 3x(x — 2). Puntos criticos (f'(x)=0):

3x(x-2)=0=>x=00x=2.

Intervalos de crecimiento/decrecimiento:

¢ (-0,0): Tomamos x = -1, f(-1)=3(-1)(-1-2) =9 > 0. Creciente.
*  (0.2): Tomamos x =1, f(1) =3(1)(1-2) = -3 < 0. Decreciente.
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. (2,00): Tomamos x =3, f(3) =3(3)(3-2)=9> 0. Creciente.
Extremos relativos:
*  Enx=0,f(x)cambia de + a -. Méximo relativo en (0,f(0)) =(0,4).

. En x =2, f(x) cambia de - a +. Minimo relativo en
(2£(2))=(2.2°-3(2)+4)=(2.8-12+4)=(2.0).

f(x)=x*—x*-3 Dominio: R. f'(x) = 4x* - 2x = 2x(2x2 —1). Puntos criticos (f'(x) =0):

1 12
2

2x(2x2—l)=0:>x=002x2—1:03x2=—:x=i—=i

2
2 2

X=-—,X=0,X=—.
2 2

Intervalos de crecimiento/decrecimiento:

. Los puntos criticos son

N

. [—oo,—g} Tomamos x = -1, f'(—l) = 2(—1)(2(—1)2 - 1) = —2(]) =-2<0. Decreciente.

. L—%,O} Tomamos x =-0,5, f(-0,5) =2(-0,5)(2(0,25)-1)=-1(0.5-1) =

-1(-0.5)=0,5>0. Creciente.
J2) .
0.~ | Tomamos x = 0,5, f(0.5) = 2(0,5)(2(0,25)-1)=1(0,5-1)=-0,5<0.
Decreciente.
V2 ) , 2 .
» |5 | Tomamos x =1, (1) =2(1)(2(1)° ~1) =2(1) =2> 0. Creciente.
Extremos relativos:

. Enx = —%, f'(x) cambia de — a +. Minimo relativo en

S (B

«  Enx=0,f(x)cambia de + a-. M&ximo relativo en (O,f(O)) =(0,-3).

. Enx = % f'(x) cambia de — a +. Minimo relativo en (\E f[\/ED = (Q—Ej

f(x) =x-e™ Dominio: R. f(x) =e™(1-x). Puntos criticos (f'(x)=0):
e*(1-x)=0=1-x=0=x=1(yaque e* #0).

Intervalos de crecimiento/decrecimiento:

*  (=o0,1): Tomamos x <1, f'(x) > 0. Creciente.

*  (Le): Tomamos > 1, f(x) < 0. Decreciente.

Extremos relativos:
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«  Enx=1f(x)cambia de + a -. Maximo relativo en (1,f(1)) = (1,e") = (1lj

e
f(x) =x—2senx, x € (0,2 ) Dominio: (0,2x). f'(x) =1-2cosx. Puntos criticos (f'(x) =0):
1-2cosx =0 = cosx = % En elintervalo (0,2r), las soluciones son x = % Y X = 5?”

Intervalos de crecimiento/decrecimiento:

Decreciente.
Extremos relativos:

. En x = % f'(x) cambia de — a +. Minimo relativo en

G5 G552 55-9)
)

o Enx= 53 ( cambia de + a —. Maximo relativo en

FEHES=EHE )55
() = 5 Dominio: x* ~1=0:x = £1.D(f) = (o0~ 1) U (-1 (1) F(x

criticos (f(x)=0): —4x = 0;x = 0. Analizamos f(x):

«  Six<0,f(x)>0,g(x) es creciente.

. Six>0,.f(x)<0. g(x) es decreciente.
Intervalos de crecimiento/decrecimiento:
e (—o0,-1):f%>0. Creciente.

e (=10):f% > 0. Creciente.

*  (0.1):f(x)<0. Decreciente.

. (1,oo): f'(x) < 0. Decreciente.

. O,Z :Tomomosx=£, fl 2 =1-2cos| Z|=1-2 ﬁ :1—\/§<O. Decreciente.
3 6 6 6 2
. 3 ng Tomamos x = r, f( )—1—2cos(n)=]—2(—1):3>0. Creciente.
o 5—” 21 | Tomomosx—M f L =1-2cos m =1-2 ﬁ =1—\/§<O.
3 6 6 6 2

) i])z Puntos

Extremos relativos: En x=0 la derivada cambia de positiva a neatiga, por lo qual hay un

mdximo f(0) = _i] =-Tpunto(0,-1)
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f. f(x)=In(1-x?) Dominio: 1-x* > 0 = x* <1= ~1< x <1. D(f) = (~11). f(x) = (]]__);) : ]‘_2;2 .
Puntos criticos (f'(x)=0): ]__2;(2 =0=-2x=0=x=0.
Intervalos de crecimiento/decrecimiento en (—1,]):
*  (-10): Tomamos x=-0,5, f(-0,5) = ]__2((__555))2 =10 3125 = 0,175 > 0. Creciente.
2(0,5) -1 -]

. (0.1): Tomamos x = 0,5, f(0,5) = < 0. Decreciente.

1-(0,5)° 1-0.25" 0,75
Extremos relativos:

. Enx=0, f'(x) cambia de + a —. MAximo relativo en

(0.£(0))=(0.In(1-0?)) = (0.InT) = (0.0).

26. Halla los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones:

a. f(x =2x% —15x% +36x —1

d. f(x)=x+2senx

)
b. f(x)=

)

)

(
c. f(x =2x°+3x*-3
(

Solucioén:

a.  f(x)=2x*-15x* +36x —1Dominio: R. f'(x) = 6x* —30x + 36 = <S(x2 —5x+ 6). Puntos criticos
(f(x)=0):x*=5x+6=0=(x-2)(x-3)=0=>x=20x=3.

Infervalos:
. (—oo,2): Tomamos x =0, f'(O) = 6(6) =36>0. Creciente.

. (2.3): Tomamos x =2,5, f(2,5) = 6((2,5)2 -5(2.5)+ 6) =6(6,25-12,5+6)=
6(-0,25)=-1,5<0. Decreciente.

*  (3,0): Tomamos x =4, f(4) = 6(4” —5(4)+6) = 6(16-20+6) = 6(2) =12 > 0. Creciente.

Extremos relativos:

. En x =2, f(x) cambia de + a —. Méximo relativo en (2,f(2)) = (2,2(23)—]5(22)+
36(2)-1)=(2.16-60+72-1)=(2,27)

*  Enx=3 f(x)cambia de - a +. Minimo relativo en (3,f(3)) = (3,2(33)—15(32)+
36(3)-1)=(3,54-135+108 1) =(3,26).

%2 2X(X—])—X2(]):2x2_2x_x2:x2_2x_X(X—2)

b. f(x)= Dominio: x = 1. f(x) = = = = = o Puntos

X —1
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criticos (f(x)=0):x(x-2)=0=x=00x=2.
Intervalos:

. (—e0.0): Tomamos x = -1, f(=1) = == >0. Creciente.

|
N
SN—
N
N

0,5(-15) 0,75

. (0.1): Tomamos x = 0,5, f(0,5) = =-3<0. Decreciente.

(-0, 5)2 0,25
*  (12): Tomamos x =1,5, f(1,5) = L fc() :)25) _00'2755 =-3<0. Decreciente.
3(1) 3

. (2,00): Tomamos x =3, f(3) = == >0. Creciente.

Extremos relativos:

«  Enx=0,f(x)cambia de + a-. Ma&ximo relativo en (O,f(O)) = (O%J =(0.,0).

2
. En x =2, f(x) cambia de — a +. Minimo relativo en (2,f(2)) = [Q%J =(2.4).

f(x) =2x* +3x* —3 Dominio: R. f'(x) = éx* + 6x = 6x(x +1). Puntos criticos (f'(x) =0):
6x(x+1)=0=>x=00x="-1.

Intervalos:

*  (—e0.=1): Tomamos x = -2, f(-2) = 6(-2)(-2+1) = 6(-2)(-1) =12 > 0. Creciente.

*  (-10): Tomamos x =-0,5, f(-0,5) = 6(-0,5)(-0,5+1)=-3(0,5) =-1,5 < 0. Decreciente.
*  (0.0): Tomamos x =1, f (1) = 6(1)(1+1) =12 > 0. Creciente.

Extremos relativos:

. En x =1, f(x) cambia de + a —. Méximo relativo en (—1,f(—])) = (—],2(—1)3 +
(-1 =3)=(-1-2+3-3)=(-1-2).
. Enx= f(x) cambia de — a +. Minimo relativo en

0))=(0.2( -3)=(0.-3).

f(x) = x+2senx Dominio: R. f(x) =1+ 2cosx. Puntos criticos (f(x)=0):

1+ 2cosx =0 = cosx = —%. Las soluciones generales son x = 2?” + 2k y X = 4?” + 2k,

parak eZ.
Intervalos de crecimiento/decrecimiento:
. Si cosx > —%, f'(x) > 0. Esto ocurre en (—%T + 2/<n,2?ﬂ + 2/<7rj.
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. Si cosx < —%, f'(x) <0. Esto ocurre en (2?” + 2/(71,4?” + 2/(71).

Extremos relativos:
. En x = 2?7[+ 2k, f'(x) cambia de + a —. MAximo relativo en [2?+ 2kr f(z?”+ 2k D

27 | okn 2T ok + 2sen| 2E 27 ok 2 v okn 43 |,
3 3 3 3 3

. En x = 4?” + 2k, f'(x) cambia de — a +. Minimo relativo en [4?” + 2/<7r,f(4?7r + 2k7rD =

AT okn AT 4 ok 1 2sen| AE AT ok AT ok -3 ).
3 3 3 3 3

¢Qué relacion existe entre los maximos y minimos relativos de las funciones cualesquiera
2
yi=f(x) ey, =[f(x)] +k parakeR?

Solucion: Seay, =f(x) yy,=g(x)= [f(x)]2 +k. Calculamos las derivadas de ambas funciones:

y, =f(x) v, =g'(x) =2f(x)f ()

Para encontrar los extremos relativos, igualamos las derivadas a cero:

- Paray, =f(x): f(x)=0. Los puntos criticos de f(x) son aquellos donde f'(x) =0 o f(x) no
existe.

- Paray, =g(x): g'(x) = 2f(x)f(x) = 0. Esto implica que f(x) =0 o f(x) =0.

Relacion entre los puntos criticos:

- Cualquier punto critico de f(x) (donde f'(x) =0) es también un punto critico de g(x).

- Ademds, cualquier raiz de f(x) (donde f(x) = 0) es también un punto critico de g(x).

Relacién entre los extremos relativos (usando el criterio de la primera derivada):
Consideremos un punto x, donde f'(xo) =0.

- Sif(x)>0:
«  Sif(x)tiene un maximo en x, (f'(x) cambia de + a -): g'(x) = 2f(x)f(x) también
cambia de + a - (porque f(x) es positivo). Entonces, g(x) también tiene un
MAxiMmo en X,.
«  Sif(x)tiene un minimo en x, (f'(x) cambia de - a +): g'(x) = 2f(x)f(x) también
cambia de - a + (porque f(x) es positivo). Entonces, g(x) también tiene un minimo
en x,.
- Sif(x)<O:

«  Sif(x)tiene un maximo en x, (f(x) cambia de + a -): g'(x) = 2f(x)f(x) cambia de
- a+ (porque f(x) es negativo, invierte el signo de f(x)). Entonces, g(x) tiene un
minimo en X,.
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«  Sif(x)tiene un minimo en x, (f'(x) cambia de - a +): g'(x) = 2f(x)f(x) cambia de
+a— (porque f(x) es negativo, invierte el signo de f(x)). Entonces, g(x) tiene un
MAximo en X,.
—  Sif(x,)=0: En este caso, g'(x,) = 0. El comportamiento de g(x) alrededor de x,
dependerd de cémo f(x) cruza el eje x. Sif(x) cambia de signo en x,, g(x) tendrd un

minimo en x, (ya que [f(x)] siempre es no negativo). Sif(x) no cambia de signo en
X, (por ejemplo, f(x) foca el eje x pero no lo cruza), g(x) podria fener un minimo o no
tener un extremo.

En resumen:

- Los puntos criticos de f(x) donde f'(x) =0y f(x) = 0 son también extremos relativos de
g(x). El tipo de extremo se mantiene sif(x,) >0y se invierte sif(x,) < 0.

- Lasraices de f(x) (donde f(x) =0) son puntos criticos de g(x). Sif(x) cambia de signo
en una raiz x,, enfonces g(x) tendrd un minimo relativo en x,.

- La constante k solo desplaza la gréfica de g(x) verticalmente y no afecta la ubicacion
ni el tipo de los extremos relativos.

Sea la funcién f(x) = x-2, x % 0. Determina el valor de a para que f(x) fenga un méximo
X

relativo en x = 2.

Solucion: La funcién es f(x) =x—ax". Dominio: x # 0. Calculamos la derivada:

a
x2

f(x)=1-a(-T)x2 =1+
Para que f(x) tenga un méximo relativo en x =2, se debe cumplir f(2) = 0.
]+%=O:>]+9=O:>9=—]:>O:—4.

2 4 4

. , . . , 4
Ahora verificamos que para a =—4, x =2 es realmente un maximo relativo. f(x) =1-—. Puntos
X

criticos (f(x)=0):1- iQ =0= x* =4= x =+2. Analizamos el signo de f(x) alrededor de x = 2:
X

oo,—2): Tomamos x = -3, f'(—3) =1 —g = g > 0. Creciente.

(_
- (=2,0): Tomamos x =1, f(=1) =1 —% =-3<0. Decreciente.
(

0,2): Tomamos x =1, f'(]) =1 —% =-3<0. Decreciente.

- (2,00): Tomamos x =3, f'(3)=1—g=§>0. Creciente.

Enx =2, f'(x) cambia de — a +. Esto indica un minimo relativo, no un mdéximo. Por lo tanto,

no hay ningun valor de a para el cual f(x) tenga un mdximo relativo en x = 2. Si la pregunta
fuera para un minimo relativo, entonces a = —4 seria la respuesta. Revisando el enunciado,
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Si f'(x) = 1+X%, para que sea un mAaximo, f'(x) deberia cambiar de + a —. Si a es positivo, 1+X%

siempre es positivo, no hay extremos. Si a es negativo,a=-b con b > 0. f'(x) = 1—2.

2
X
f(x)=0=x*=b=x= +b. Para x =b, f'(x) cambia de — a +, es un minimo. Para x = b,
f'(x) cambia de + a -, es un mdximo. Si queremos un MAximo en x =2, enfonces Jb =2
lo cual no es posible ya que Jb es positivo. Sila pregunta se refiere a un maximo en x = -2,

entonces b =—2=+b=2=b=4=a=-4. Dado que la pregunta especifica x =2, y con
a =-4 se obtiene un minimo en x =2, la respuesta es que no existe tal valor de a. Asumo que
el enunciado podria tener un error y se refiere a un minimo o a un mdaximo en x =-2. Si se
refiere a un minimo en x =2, entonces a = —4. Si se refiere a un mdaximo en x = -2, entonces
a=-4. Si se mantiene la pregunta tal cual, la respuesta es que no existe tal valor de a.

Encuentra el valor de los coeficientes de la pardbola y = ax? + bx + ¢ sabiendo que pasa por
el punto P(-2,-5) y tiene un minimo relativo en M(5,8).

Solucién: La pardbola es f(x) = ax® + bx +c. 1) Pasa por P(-2,-5):

-5=a(-2)" +b(-2)+c=4a-2b+c=-5.

2) Tiene un minimo relativo en M(5,8): Esto significa que el punto (5,8) pertenece a la
pardbola: 8 = <:1(5)2 +b(5)+c=25a+5b+c=8.

Ademds, en un minimo relativo, la derivada es cero. Asi, f'(5) =0. Calculamos la derivada:
f(x)=2ax+b.f(5)=2a(5)+b=10a+b. Entonces, 10a+b =0=b =-10a.

Sustituimos b = -10a en las dos primeras ecuaciones:

- 40—2(—1Oo)+c=—5:>4o+200+c=—5:>24o+c=—5.

- 250+5(—lOo)+c:8:>250—500+c:8:>—250+c:8.

Ahora tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas: {2;§+C B _2 Restamos la
-25a+c=

segunda ecuacion de la primera: (24a+c)—-(-25a+c)=-5-8 24a+25a=-13
490=-13=a=-13.

49
Sustituimos a para encontrarc:c=-5-24a=-5-24 B =-5+ 312 = —245+312 = ﬂ_

49 49 49 49
Sustituimos a para encontrarb: b=-10a=-10 B3 = @.
49 49

Los coeficientes sona = —%, b= % yC= j—; Para una pardbola ax? +bx + ¢, sia <0, el

- . , 13 L.
vértice es un maximo. Aquia = 10 <0, porlo gue el extremo en x =5 es un mMAaximo, NO un
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minimo. Hay una contradicciéon en el enunciado. Si tiene un minimo en M(5,8), entonces a
debe ser positivo. Si el enunciado se refiere a un mdximo en M(5,8), entonces la solucién es
correcta. Si se refiere a un minimo, entonces no existe tal pardbola con a < 0. Asumo que el
enunciado fiene un error y se refiere a un mdéximo relativo en M(5,8).

Esboza la grafica de una funcion que cumpla las condiciones: f'(x) <0en (O,l) f'(x) >0en
(=20,0) U (13) U (3,40) F(0) = F(1) = F(3) =0

Solucion: Analizamos las condiciones de la derivada primera:

f(x) <0 en(0,1): f(x) es decreciente en (0,1).

- f(x)>0en(-»,0)u(13)u(3,+x): f(x) es creciente en (—»,0), (1.3) y (3,+).
-~ f'(0) = 0: Punto critico en x =0.
- f'(1)=0: Punto critico en x =1.

- f'(3) =0: Punto critico en x = 3.
Determinamos los extremos relativos:

- Enx=0:f(x) cambia de + a - (creciente a decreciente). Hay un méaximo relativo en
x=0.

- Enx=1 f'(x) cambia de — a + (decreciente a creciente). Hay un minimo relativo en x =1.

- Enx=3: f'(x) es positiva antes y después de x = 3 (creciente a creciente). No hay
cambio de signo en f'(x), por lo fanto, no hay extremo relativo en x = 3. Es un punto de
inflexion con tangente horizontal.

Esbozo de la grdfica: La funcion sube hasta x =0 (mdximo), baja hasta x =1 (minimo), vuelve
a subir hasta x = 3 (punto de inflexion con tangente horizontal, sigue subiendo) y contina
subiendo.

- La curva viene de —o, subiendo.
- Alcanza un mdaximo en x =0.

— Baja desde x =0 hastax =1.

- Alcanza un minimo en x =1.

- Sube desde x =1.

- En x =3, la curva fiene una tangente horizontal, pero sigue subiendo (es un punto de
inflexion).

- Continua subiendo hacia +eo.
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-2 -1 1 2 3 4

-2

. . ., 2 . s . .
¢Para qué valores de a y b la funcion f(x) = axe™ tiene un mdaximo relativo en el punto (2,1)?

Solucion: La funcién es f(x) = axe®’. Si tiene un mdéximo relativo en (2.1), se cumplen dos
condiciones: 1) El punto (2,1) pertenece a la funcién: f(2) =1.1= 0(2)eb(2 ) = 1=2ae".

2) La derivada en x =2 es cero: f(2) =0. Calculamos la derivada de f(x) usando la regla

del producto y laregla de la cadena:u=ax = U'=av =e” = v' = (2bx) = 2bxe®”
f(x)= ae® + c:x(2bxebx2 ) = age®’ (l +2bx° )

Aplicamos f(2) = 0: ae™”) (1+26(2)) =0 ce® (1+8b) =0.
De ae® (1+8b)=0, como e* =0, tenemos dos posibilidades:

- a=0:Sia=0, entonces f(x) =0 para todo x, lo cual no puede tener un maximo en (2,1).

Asi que a = 0.

- 1+8b=0:8b=—1:>b:—%.

Entonces, b = —é.

4 1

Sustituimos b = —% en la primera condiciéon 1= 2ae*: 1= 2ae ( Bj 1=2ae"?1=

Je

202\/53027.

2a
e

Los valores sona = y b

Sy

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 76



Verificamos que es un mdéximo. f'(x) =

1.2 e
£e7§ []_2X2]=£e8 ['I

—lx2 . Los puntos
2 8 2

4

criticos son 1—%x2 =0= x? =4 = x =+2. Calculamos la segunda derivada para x = 2:

fr(x)= %K—%xjeéxz (1—%x2] + eféxz (—%xﬂ fr(x)= @eéxz {—%x(]—%ﬁ] —%x}

r(2) = Y& & s {_%(2)(1 - %(4)) _ %(2)} f"(2) - %e‘w [_%(1 _1)- 1}

2
., Je 1 1 1 , ., . .
f"(2) ZTﬁ[O_q = 5(—1) =5 Como f(2)=0y f"(2)<0, el punto (2,1) es un mdéximo relativo.

Analiza la grdfica de la derivada de las siguientes funciones para determinar sus intervalos
de crecimiento y decrecimiento, asi como sus extremos relativos:

a. Grdficaa)
b. Grdficab)

c. Grdficac)

|Il L] r\\‘l X

NS
H

a) f'(x) b g’(x) c) h'(x)
Solucién: Las gréficas muestran f(x), g'(x) y h'(x).
a.  Grdfica a) (f(x)):
«  f(x)>0en(-=,0)y(0,0).=f(x) es creciente en (—,0) y (0,).

. f'(x) =0 en x =0. No hay cambio de signo. = f(x) no tiene extremos relativos en
x=0.

b.  Grdficab) (g'(x)):
*  g'(x)>0en(—o,~1)y(lLo).= g(x) es creciente en (—o,~1) y (10).
*  g'(x)<0en(-11).= g(x) es decreciente en (-11).
. En x =1, g'(x) cambia de + a —. = g(x) tiene un mdéximo relativo en x = 1.

. En x =1, g'(x) cambia de — a +. = g(x) tiene un minimo relativo en x =1.
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34.

c.  Grdficac) (h'(x)):
*  h(x)<0en(—»,-1)y(l=).= h(x)es decreciente en (—e0,—1) y (1.0).
*  h'(x)>0en(-11).= h(x) es creciente en (-11).
*  Enx=-1h'(x) cambia de - a +. = h(x) tiene un minimo relativo en x = -1.

. Enx=1, h'(x) cambiade +a-.= h(x) tiene un mdaximo relativo en x =1.
1

Calcula en funcién de k los mdéximos y minimos relativos de la funcion f(x) = — et k= 0.
X j—
Solucion: La funcién es f(x) = — 7+ Dominio: x? —k? 0= x # k.
X —
O(x* —k*)—1(2x -
Calculamos la derivada: f(x) = ( ) 2( ) I -
(X2_k2) (XZ_I(Z)
Puntos criticos (f'(x) =0): ﬁ =0.Comok #0, = x =0. El Unico punto critico es x =0.
X“ -k

Analizamos el signo de f'(x) alrededor de x =0, teniendo en cuenta las asintotas verticales en

X =tk:

- Six<0, enfonces -2x>0 f'(x) > 0;f(x)creciente
- Six>0, enfonces -2x<0 f'(x) < 0;f(x)creciente
Considerando las asintotas verticales x = £ k|

- (-, —K|):x <0;creciente

(~[k. 0):x < O;creciente

(0.||):> 0;:decreciente
- (K|.%):> 0:decreciente

Extremos relativos: :
Enx =0, f'(x) cambia de + a —. Mdaximo relativo en (O,f(O)) = (O,—Fj. No fiene minimos
relativos.

Calcula los valores de a,b y ¢ en la funcion f(x) = x> —ax® + bx + ¢ sabiendo que esta tiene un
extremo relativo en x =1y que la recta tangente a su grdficaenx=0esy =x+3.

Solucién: La funcién es f(x) =x* —ax® + bx +c. 1) Larecta tangente en x =0 es y = x + 3. Esto
significa que el punto (0,3) pertenece a la funcién: f(0) =0° —o(O)2 +b(0)+c=3=c=3.

La pendiente de la recta tangente en x =0 es f/(0). La pendiente de y =x+3 es 1. Asf, f(0) =1.
Calculamos la derivada: f'(x) = 3x* - 2ax +b. f(0) = 3(0)2 -2a(0)+b=b. Entonces, b=1.

2) La funcién tiene un extremo relativo en x = 1. Esto significa que f(1)=0.f(1) = 3(])2 -2a(1)
+b=03-2a+b=0.
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Sustituimos b =1en esta ecuacion: 3-2a+1=04-2a0=0=>2a0=4=a=2.

Los valores de los coeficientes sona=2,b=1y c=3. La funcién es f(x) = x> - 2x* + x +3.
Verificamos el tipo de extremo en x =1: f|(x) = 3x* — 4x + 1. f"(x) = 6x — 4. f"(1) = 6(1) -4 =2. Como
f(1)=0yf"(1)=2>0, el extremo en x =1es un minimo relativo.

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos de las
funciones:

a.  f(x)=(x+1)e™
b. f(x)= (x+3)2 e
Solucién:

a. f(x) = (x + 1)e’x Dominio: R. Calculamos la derivada:u=x+1=u'=lv=e* = v =—e*

f(x)=1-e> +(x+ l)(—e’x) e (1-(x+1))=e” (1-x-1)=—xe™.
Puntos criticos (f'(x) =0): —xe™ =0. Como e™ # 0, entonces x = 0. El Unico punto critico es
x=0.

Intervalos de crecimiento/decrecimiento:
. (—oo,O): Tomamos x = —1, f'(—]) = —(—l)e'(") =e > 0. Creciente.
. (0,0): Tomamos x =1, f(1)=—(1)e”' =—e"' < 0. Decreciente.

Extremos relativos:

. En x =0, f(x) cambia de + a —. Méximo relativo en O ) ( (0+T)e ) (0.1).
b. f(x)=(x+3)2 e Dominio: R. Calculamos la derivada: u = (x + ) (x+3)

()=2(x+3)v=e"=Vv'=—"f(x)=2(x+3)e™ +(x+3) ( e ) e ( (x+3)2)

f'(x):e’x(x+3)(2—(x+3)):e’x(x+3)(2 x-3)=e(x+3)(—x-1)= (x+3)(x+l).

Puntos criticos (f(x)=0): —e™(x+3)(x+1)=0. Como e™ =0, entonces (x+3)(x+1)=0=
x=-3 0 x=-1. Los puntos criticos son x=-3y x=-1.

Intervalos de crecimiento/decrecimiento:

*  (-,-3): Tomamos x = -4, f'(-4) =—e* (-4 +3) (-4 +1) =—e*(-1)(-3) = -3e* <0.
Decreciente.

. (=3,-1): Tomamos x = -2, f(-2) = —e*(-2+ 3)(-2+1) = —e*(1)(-1) = e* > 0. Creciente.

¢ (=lw):Tomamos x =0, f(0)=-e°(0+3)(0+1)=-1(3)(1) =-3 < 0. Decreciente.

Extremos relativos:

«  Enx=-3 f(x) cambia de - a +. Minimo relativo en (—3,f(—3)) = (—3,(—3 + 3)2 e'(‘s))
- (-3.0).

. Enx=-1f(x ) cambia de + a —. Mdaximo relativo en ( 1,f(—])) = (—l,(—]+3)2 e’(’]))

( 2% ‘) ~14e).
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38.

Se lanza un cohete, y este, al cabo de t segundos, alcanza una altura, en metros, que viene
dada porf(f) =500t — 512, éCudl es la altura maxima que alcanza? éAl cabo de cudntos
segundos lo logra?

Solucion: Para encontrar la altura mdaxima, necesitamos encontrar el mdaximo de la funcién
f(t). Primero, calculamos la derivada de f(t): () = 500 - 10t Igualamos la derivada a cero
para encontrar los puntos criticos: 500 — 10t = 0 = 10f = 500 = t = 50 segundos. Para verificar
que es un mdximo, calculamos la segunda derivada: f”(t) =-10 Como f"(50) =-10<0, el
punto critico corresponde a un mdximo. La altura méxima se alcanza a los t = 50 segundos.
La altura mdxima es: f(50) = 500(50) - 5(50)2 = 25000 — 5(2500) = 25000 — 12500 =12500 metros.
Respuesta: La altura mdaxima que alcanza es de 12500 metros, y lo logra al cabo de 50
segundos.

X
_3x—
crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos. c) Determina la ecuacién de la recta
tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa x = 0.

Sea f(x) =— S a) Calcula su dominio y las asintotas. b) Halla los intervalos de
X

Solucion:

a) Dominio: El denominador x* - 3x — 4 es cero para x=-1y x=4. Por lo tanto, el dominio
de f(x) es R—{-14}. Asintotas: Asintotas verticales: x=-1y x=4 . Asintotas horizontales:
Calculamos el limite cuando x — too:
im ————=
xoxw x© — 3X — 4
Por lo tanto, hay una asintota horizontal eny =0.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento, y extremos relativos: Calculomos la primera
— 2 a— _
derivada f'(x): f(x)= LA'Q <0 para todo x e Dom(f). La funcién es siempre
(x2 —-3x - 4)
decreciente en su dominio. No tiene extremos relativos
c) Ecuacién de la recta tangente en x = 0: Primero, calculamos f(0): f(0) = 0. Luego,
_4
16
y—f(0)=m(x-0):y-0= —%(x -0)=>y= - %x. Respuesta: La ecuacion de la recta

calculamos la pendiente m = f%; £©) = —%. La ecuacién de la recta tangente es

tangente enx =0 esy = —%x

Determina el valor de b para que la funcién f(x) = x> —bx?tenga un extremo relativo en
x =-3. éSe trata de un mdaximo o de un minimo?

Solucion: Para que f(x) tenga un extremo relativo en x = -3, su primera derivada
debe ser cero en ese punto. Calculamos la primera derivada: f'(x) =3x? - 2bx

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 80



39.

Evaluamos f/(=3) y lo igualamos a cero: f(-3) = 3(—3)2 —2b(-3)=3(9)+6b=27+6b

27+6b=0=6b=-27=b= % = —%. Ahora, para determinar si es un maximo o un minimo,

6
. 9
calculamos la segunda derivada con b = ——:

f'(x)=3x* - 2(—%)x =3x* + 9x f"(x) = 6x + 9 Evaluamos f"(-3): f"(-3) = (-3) + 9 =-18 + 9 =-9.

Como f"(—3) <0, el extremo relativo en x = -3 es un mdaximo. Respuesta: El valor de b es —%, y

se trata de un mdaximo.

—x?-3x+10, six<k
X2 —4x+9, six>k
sea continua en x =k. b) Para k =1, calcula los maximos y minimos relativos de la funcion. ¢En
qué intervalos la funcién es creciente y en cudles es decreciente?

Se dala funcion: f(x) :{ a) Encuentra el valor de k para que la funcidén

Solucion:

a) Para que la funcion sea continua en x =k, los limites laterales deben seriguales al valor
de la funcién enk.lim _ _f(x)=—k*-3k+10lim _ .f(x)=k*—4k+9f(k)=-k* -3k +10

Igualamos los limites: —k? =3k +10 =k — 4k + 9 0 = 2k? —k — 1Usamos la férmula
(=) -4(2)(-) 15178 1545 1+3
2(2) 4 44

1-3 2 1 E
4

=1

cuadrdtica: k = Las posibles valores de k

sonkj=——=—-==—-—YyKk, = =1. Respuesta: Los valores de k para que la funcidn

4 4

INNIFN

sea confinua sonk = —% y k

b) Parak=1, lafuncién es: f(x)= Calculamos la derivada de cada
{—QX -3, six<l

2x—4, six>1

—x?=3x+10, six<1
X2 —4x +9, Six>1

rama: f'(x) = Puntos criticos: 1. Donde f'(x) =0:

-2x-3=0=>-2x=3=>x= —%. Este punto estd en el intervalo x < 1.
-2x-4=0=2x =4 = x =2. Este punto estd en el intervalo x > 1. 2. Donde f'(x) no existe:
En x =1, la derivada puede no existir. f(17) =-2(1) -3 =-5f(1") = 2(1) - 4=—2 Como

f'(T) " f'(l*), la funcién no es derivable en x =1. Por lo tanto, x =1es un punto critico.

Analizamos el signo de f'(x) en los intervalos (—oo,—%j, E—g,lj, (12), (2.%). - Para x < —%

(e.g. x=-2):f(-2)=-2(-2)-3=4-3=1>0.f(x) es creciente. - Para —5 <X< 1(e.g., x=0
):f(0)=-2(0)-3=-3<0.f(x) es decreciente. - Paral<x <2 (e.g., x=1.5):
f(1.5)=2(1.5)-4=3-4=-1<0.f(x) es decreciente. - Para x> 2 (e.g., x =3):
f(3)=2(3)-4=6-4=2>0.f(x)es creciente.
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Intervalos de crecimiento: [—oo,—gj y (2,oo). Intervalos de decrecimiento: (—%,1) y (1,2).

Extremos relativos: - En x = —%: f(x) cambia de creciente a decreciente, por lo tanto, hay un

2
maximo relativo. f _§ =— —§ -3 —E +1O=—2+2+10=—2+E+£:£=12.25.
2 2 2 4 2 4 4 4 4

-Enx=1 f(x) cambia de decreciente a decreciente, no es un extremo relativo. (Es un
punto anguloso). - En x = 2: f(x) cambia de decreciente a creciente, por lo tanto, hay un

minimo relativo. f(2) = (2)2 —4(2)+9=4-8+9=>5. Respuesta: - M&ximo relativo en x = —% con

valor f(—gj = 479 - Minimo relativo en x =2 con valor f(2) = 5. - Intervalos de crecimiento:

(—oo,—%) U (2,oo). - Intervalos de decrecimiento: [—%,1) U (1,2).

Sea la funcion f(x) =ax® + bx? + cx+a. a) Obtén los valores de los pardmetros a,b y ¢ para
que la grdfica de f pase por el punto (0,1) y tenga un mdéximo en el punto (1,1).

b) La funcidn obtenida en el apartado anterior, itiene otro mdximo o minimo? En caso
afirmativo, encuéntralo.

Solucion:

a) Tenemos las siguientes condiciones: 1.
Pasa por (0,1):f(0)=1.f(0) = c::(O)3 + b(O)2 +c(0)+a=a. Entonces, a=1. 2. Pasa por (1,1):

f(1)=1 f(]):c:(l)3 +b(1)2 +c()+a=a+b+c+a=2a+b+c. Comoa=],
2()+b+c=1=2+b+c=1=b+c=-1 (Ecuacién 1) 3. Tiene un mdéximo

en (11), lo que implica que f'(1) = 0. Calculamos la primera derivadar:

f'(x) =3ax? + 2bx +c. f(1) = 3(:1(1)2 +2b(1)+c=3a+2b+c. Comoa=],
3()+2b+c=0=3+2b+c=0=2b+c=-3. (Ecuacion 2)

Resolvemos el sistema de ecuaciones para b vy c: {;;CC::_LS Restamos la primera

ecuacion de la segunda: (2b +c¢) - (b +c) =-3—(-1)= b =-2. Sustituimos b =-2 en la

primera ecuacion: -2 +c =-1= c =1. Para verificar que es un mdximo, calculamos la
segunda derivada: f"(x) =éax + 2b. Cona=1y b =-2, f"(x)=éx - 4.f"(1)=6(1) - 4=2

. iCuidadol f"(1) = 2> 0 indica un minimo, no un mdéximo. Esto significa que no es
posible que la funcién tenga un maximo en (1,7) con la forma f(x) = ax® + bx* + cx +a
y a=1. Revisemos el enunciado: “tenga un mdximo en el punto (1,1)". Ifa=1b=-2
,c=1entonces f(x)=x>-2x* +x+1.f(x)=3x* —4x + 1. f(1)=3-4+1=0. f"(x) =b6x - 4.
f(1)=6-4=2>0.
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b) Lafuncidon esf(x)=x>-2x*+x+1.f(x)=3x* - 4x + 1. Para encontrar otros extremos,

~(-4)+ (-4 -4(3)() _4x\T6 12 44 _4x2

igualamos f'(x) = 0:3x* —4x +1=0.x =

2(3) 6 6 6

Los puntos criticos son x, = 4-2 = 2 = ! Y X, = 4+2 = il =1. Ya sabemos que en x =1hay
6 6 3 6 6
un minimo relativo. Ahora, analizamos x = % f”(%] = 6(%) —4=2-4=-2.
Como f”(%) <0, enx =% hay un mdaximo relativo. El valor de este mdximo es
3 2
f il = 1 -2 ! +l+1:i—2+l+lzﬂzﬂ. Respuesta: a) Los valores son
3 3 3 3 27 9 3 27 27

a=lb=-2,c=1

Considérese la funcion f(x) = ax® - 2x* + bx + ¢, donde a,b y ¢ son nimeros reales.
Calcula a,b y ¢ sabiendo que la funcion f(x) pasa por (2,8) y que tiene un extremo relativo
en (0,16).

Solucion: Tenemos las siguientes condiciones: 1. Pasa por (2,8): f(2) = 8.

a(2)’ -2(2)" +b(2)+c=88a-8+2b+c=8=8a+2b+c=16. (Ecuacion 1) 2. Tiene un
extremo relativo en (0,16):f(0) =16. o(O)3 - 2(0)2 +b(0)+c=16=c=16. 3. Tiene un extremo
relativo en (0,16), lo que implica f'(0) = 0. Calculamos la primera derivada: f/(x) = 3ax® — 4x + b.
f(0)=3a(0)’ - 4(0)+b =b. Entonces, b =0.

Sustituimos b =0y c =16 en la Ecuacién 1:8a+2(0)+16=168a+16=16=8a=0=a=0.
Sia=0, la funcién seria f(x) = —2x* +16. f(x) = —4x. f(0) =0, lo cual es consistente. f(0) =16,
consistente. f(2) = —2(2)2 +16=-8+16=8, consistente. Para verificar el tipo de extremo en

x =0:f"(x)=—4.f"(0)=-4 <0, lo que indica un maximo relativo. Respuesta: Los valores son
a=0,b=0,c=16.

Sea la funcion f(x) =x> + Ax? + Bx + C, tal que las rectas tangentes a su grdfica en los puntos
de abscisa x = -1y x =2 son paralelas. Ademds, tiene un extiremo relativo cuando x =1y

f(O) =2. a) Encuentra los valores de A,By C.b) Para A=-3,B=0y C =4, halla la ecuacion de
la recta tangente a la grdfica de f en el punto de abscisa x = -1.

Solucién:
a) Tenemos las siguientes condiciones: 1. f(0) =2:f(0) =0° + A(O)2 +B(0)+C =C. Entonces,
C =2.2. Lasrectas tangentes en x = -1y x =2 son paralelas, lo que significa que

F(-1)=F(2).

Calculamos la primera derivada: f'(x) = 3x* + 2Ax + B.
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b)

Sea la funcién f(x) =

F(-1)=3(-1) +2A(-1)+B=3-2A+B.f(2)=3(2)" + 2A(2) + B=12+4A + B. Igualamos las

derivodos:3—2A+B=12+4A+B.3—2A=12+4A:>—9=6A:>A=—%=—% 3. Tiene un

extremo relativo cuando x =1, lo que implica f'(1)=0. f(1) = 3(1)2 +2A(1)+B=3+2A+B
.Comof(1)=0:3+2A+B=0. Sus’ri’ruimosAz—g: 3+2(—§J+B=O:>3—3+B=O:>B=O.
Respuesta: Los valores son A = —%,B =0,C=2.

Para A=-3,B=0,C =4, la funcién es f(x) = x* - 3x* + 4. Queremos la ecuacién de la

recta tangente en x =—1. Primero, calculamos f(-1): f(-1) = (—1)3 - 3(—1)2 +4=-1-3+4=0
. Luego, calculamos la pendiente m = f'(-1): f|(x) = 3x* — 6x. (1) = 3(—1)2 ~6(-1)=3+6=9
. La ecuacion de larecta tangente esy —f(=1)=m(x—(-1)):y —=0=9(x +1)y =9x +9.
Respuesta: La ecuaciéon de larecta tangente enx=-lesy =9x + 9.

ax’+b

, (x > O), de la que sabemos que y = -2 es la ecuacion de la

X . ,
recta tangente en el punto de abscisa x =1. a) Calcula los valores de los pardmetros a y b.
b) Para a =b =-1, halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion. éTiene
algun mdaximo o minimo relativo? En caso afirmativo, encuéntralos.

Solucion:

a)

b)

La recta tangente en x =1es y = 2. Esto significa que f(1)=-2 y f(1) es la pendiente

de larecta tangente. La pendiente de y = -2 es 0. Por lo tanto, f(1)=0. 1. (1) = -2:
c:(])2 +b

f(1)= —5—=ax b.

Entonces, a+b =-2. (Ecuacion 1) 2. f'(1) =0: Calculamos la primera derivada:

f(x) =ox+9 =ax+bx . f(x)=a-bx? =a—%. f(1) =o—192 =a-b. Enfonces,

X X

a-b=0= a=>b. (Ecuacion 2)

Sustituimos a=b en la Ecuacion 1:a+a=-2=2a=-2=a=-1. Como a=Db, enfonces
b =-1. Respuesta: Los valores sona=-1y b =-1.
—_— 2 —
Para a=b =-1, la funcidon es f(x) _ X1 —X —l. El dominio es x > 0. Calculamos la
X X

primera derivada: f'(x) = —l+i2. Para encontrar los puntos criticos, igualamos f'(x) = 0:
X

—1+i2=03i2=1:>x2 =1.Como x >0, el Unico punto critico es x=1.
X X

Analizamos el signo de f'(x) en los intervalos (0,1) y (1,«). - Para 0 < x <1(e.g., x = 0.5):
1 1

f(0.5)= —1+W = —]+E =-1+4=3>0.f(x) es creciente. - Para x >1(e.g., x=2):

1 1

. 3 .
f(2)= —l+? = _]+Z =-7< 0.f(x) es decreciente.

Intervalos de crecimiento: (O,l). Intervalos de decrecimiento: (],oo). Extremos relativos:
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-Enx=1 f(x) cambia de creciente a decreciente, por lo tanto, hay un mdximo
relativo. f(1) = -1 —% =-2. Respuesta: - Intervalos de crecimiento: (0,1). - Intervalos de

decrecimiento: (1,oo). - Tiene un mdaximo relativo en x =1con valor f(1) =-2.

Estudia la continuidad, calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los

1+ x? .
, si0<x<4
T+ x
mdximos y minimos relativos, de la funcion: f(x) = 2x + 4, sid<x<8

3x+60—x2, si8<x<9

Solucion:
Dominio: [0,9].
Continvidad: 1. En cada rama, las funciones son continuas en sus respectivos infervalos

2

abiertos. - 1+X
T+ x

3x +60 - x* Continua en[8,9].

: Continua para x = —1. En[0,4), es continua. - 2x + 4: Continua en | 4,8). -

:1+42 _ l+16:z:3.4'

1+ 4 S )
lim .f(x)=2(4)+4=8+4=12. Como los limites laterales no son iguales, la funcién no es
continua en x = 4. Hay una discontinuidad de salto.
Enx=8lim_, f(x)=2(8)+4=16+4=20.m _ f(x)=3(8)+60—8"=24+60—64=84—64=20.
f(8)=2(8)+4=20. Como los limites laterales son iguales y coinciden con f(8), la funcién es
continua en x = 8.

Derivabilidad y extremos relativos: Calculamos la derivada de cada rama:
QX(”X)—(”XQ)(]) X+ 2X2 -1-x2 X2+ 2x -]

2. Puntos de unién: x =4y x=8.-En x =4:lim _ f(x)

siD<x <4

(1+ x)2 (1+ x)2 (1+ x)2
f'(x): 2, sid<x<8
3-2x, SiB<x <9

Puntos criticos: 1. Donde f'(x) =0:-Para0<x<4: x2+2x-1=0.

2+ [ 4N (=) ot Jaid _
X = 2(1)()( )_ 212‘”4: 2;\@= 2i22\/§=—1i\/§.SOIOX=—1+\/§zO.4l4

estd en el intervalo (0,4

~—

.- Para 4 <x <8:f(x)=2=0.No hay puntos criticos. - Para 8 < x < 9:

3-2x=0=2x=3=x===1.5.Este punfo no estd en elintervalo (8,9).

N | w

2. Puntos donde f'(x) no existe: x = 4 (discontinuidad), x =8 (posible punto anguloso). - En
x=8:f(8)=2.1(8)=3-2(8)=3-16=-13. Como '(8") #f(8"), la funcion no es derivable en
x =8. Por lo tanto, x =8 es un punto critico.
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Analizamos el signo de f'(x) en los intervalos (O,—] + \/5) (—l+ \/5,4), (4.8),(8.9). - Para
0.0140.2-1_-0.79
(1 .])2 1.2
“1+vV2<x<4 (e.g., x=1): f(1)= ](+ 2 ;2] = % =0.5>0.f(x) es creciente. - Para 4 < x < 8:
T+1

f(x)=2>0.f(x) es creciente. - Para 8 <x <9 (e.g., x=8.5):(8.5)=3-2(8.5)=3-17=-14<0.
f(x) es decreciente.

Intervalos de crecimiento: (—l+ x/§,4) y (4.8).. Intervalos de decrecimiento: (O,—l + x/§) y(8.9).

Extremos relativos: - En x = —1+ /2 ~ 0.414: f(x) cambia de

0<x<-1++2 (e.g., x=0.1): f(0.1)= <0.f(x) es decreciente. - Para

decreciente a creciente, por lo tanto, hay un minimo relativo.

2
f(—1+\/§)=]+(_]+\/§) —]+(]_2\/§+2)=4_2\/§=4\/§2_4=2\/§—2z0.828.—Enx=4:

1+(-1+42) J2 J2

Discontinuidad de salto. No es un extremo relativo. - En x = 8: f(x) cambia de creciente
a decreciente, por lo tanto, hay un mdximo relativo. f(8) = 20. Respuesta: - Continuidad:
Continua en[0,4)u(4,9]. Discontinua en x = 4. - Intervalos de crecimiento: (—1 + \/54) y (4.8).

- Intervalos de decrecimiento: (O,—1 + \/5) y (8.9). - Minimo relativo en x = -1+ 2 con valor

f(_] + \/E) =24/2 - 2. - Méximo relativo en x = 8 con valor f(8) = 20.

En la figura se muestra la grafica de la funcion f(x). Representa de manera esquemdatica la
grdfica de la funcién derivada f'(x). Explica el razonamiento seguido.

Y

Solucion: Para esbozar la grdfica de la funcidn derivada f'(x) a partir de la grdfica de f(x), se
sigue el razonamiento siguiente:

Observaciones sobre f(x)

Maximo local en x=0.

Minimo local en x=1.

Comportamiento de f: para x<0 la funcion crece; entre 0 y 1 decrece; para x>1 crece de
nuevo.

En x=0y x=1 la tangente es horizontal, por tanto las derivadas valen cero.

Caracteristicas de f'(x)

Ceros: f'(0)=0y f'(1)=0. En la grdfica de f' aparecen como intersecciones con el eje x en x=0
y x=1.
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Signo de f':

Para x<0: f'(x)>0 (porque f sube).

Para 0<x<1: f'(x)<0 (porque f baja).

Para x>1: f'(x)>0 (porque f sube otra vez).

Magnitud: el valor absoluto de f'(x) refleja la pendiente de f. Donde f es mds inclinada, f'
tendrd mayor valor absoluto; donde f se aplana, f' se aproxima a cero.

Considera la funcién f(x) = LX a) Calcula la derivada de la funcion. b) Halla los intervalos de
e

crecimiento y decrecimiento. c) Determina la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica
de f(x) en el punto x = 2. d) Calculalim,_,,.f(x).

Solucion:

X X X '|_ _ .
a) Derivada de la funcién: f'(x) = e( >)<2e _° i” X) = ]exx. Respuesta: f'(x) = ]e—xx.
eX

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento: El dominio de f(x) es R.
f(x)=0=1-x=0=x=1 es punto critico. Si x<1, f'(x)>0. Es creciente. Si x>1, f'(x)<0. Es
decreciente. Hay un maximo relativo para x=1

Respuesta: La funcién es creciente en (—x,1) y decreciente en (1,+w). Hay un mdéximo
relativo en x=1.

c) Ecuacion de la recta tangente a la grdfica de f(x) en el punto x = 2. Calculamos

1 , 1 2 1 1 4
f(2)==—§ ym=f(2)=—§ . Luegoy—gz—g(X—Q)j)/:—?X—i-?
Respuesta: La ecuacion de larecta tangente enx=2esy = —%x+i2.

e e

d) Caleculalim,_, f(x):

lim = es una indeterminacion del ’ripof. Aplicamos la regla de L"Hopital.
X>+0 @ o]
1

X 1
x>+ @% x>+ X 400

Respuesta: lim, ,, f(x)=0.

El indice de audiencia de un programa de radio se puede modelizar por una funcién del
tipo: f(t)=at* + bt +c, t €[ 0,60] donde t es el tiempo medido en minutos y a,b,c e R.

Se sabe que cuando comienza el programa el indice de audiencia es 20 puntos, y que a
los 40 minutos se alcanza el méximo con 36 puntos. Halla los valores de a,b y c y representa
grdficamente la funcién obtenida.

Solucion: Tenemos las siguientes condiciones: 1. Cuando comienza el programa (t =0),
el indice de audiencia es 20 puntos: f(0)=20.f(0) = o(O)2 +b(0)+c=c

. Entonces, ¢ =20. 2. A los 40 minutos (t = 40), se alcanza el mdaximo con 36

puntos: f(40) = 36. f(40) = 0(40)2 +b(40)+c =1600a + 40b +c. Como ¢ =20
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, 16000 + 40b + 20 = 36 = 1600a + 40b =16. (Ecuacion 1) 3. Ent = 40 se alcanza un
maximo, lo que implica f'(40) = 0. Calculamos la primera derivada: f () = 2at + b.
f'(40) =2a(40) +b =80a+b. Entonces, 80a +b =0 = b =-80a. (Ecuacién 2)
Sustituimos b = -80a en la Ecuacion 1:1600a + 40(-80a) =161600a - 3200a =16

-1600a=16=>a= —i = —L =-0.01. Ahora, calculamos b: b =-80a = —80(—0.0]) =0.8.
1600 100

Los valores son a =-0.01,b =0.8,c =20. La funcién es f(T) =-0.01? + 0.8t + 20. Para verificar

que es un mdéximo, calculamos la segunda derivada: f”(t) = 2a = 2(-0.01) =-0.02. Como
f"(40) =-0.02 <0, es un mdéximo.

Representacion grdfica: La funcion es una pardbola que se abre hacia abajo (a<0).

- Vértice (mdximo): (40,36). - Interseccién con el eje y: (0,20).

- Intersecciones con el eje t: =0.01* + 0.8f + 20 = 0 = t* — 80t — 2000 = 0.

,_80% J(-80)" - 4(1)(~2000)  80+/6400+8000 80++/14400 80120
- 2 - 2 - 2 2

_80-120

=-20 (no
2

e

en el dominio). t, = 80+120

=100. La grdfica es una pardbola que empieza en (0,20), sube
hasta el maximo en (40,36), y luego baja. En el intervalo [ 0,60 ], la funcién va de f(0) =20 @
f(40) =36 y luego a f(60) = —0.01(60)" +0.8(60) + 20 = ~0.01(3600) + 48 + 20 = ~36 + 48 + 20 = 32.
Respuesta: Los valores son a=-0.01,b =0.8,c =20. La grdfica es una pardbola con vértice en

(40,36), que pasa por (0,20) y (60,32).

El nUmero de ejemplares vendidos de una revista (en miles de unidades), en los primeros

8t—1?, si0<t<3
{21‘—1, si3<t<5
tiempo transcurrido en meses. Responde a los fres apartados siguientes: a) Estudia el
crecimiento y decrecimiento del nUmero de ejemplares vendidos. b) Calcula en qué
momentos se produce el maximo y el minimo nuUmero de ventas y a cudntos ascienden.
c) Representa la grafica de la funcion N(1).

cinco meses del ano, viene dado por la funcion N(T) = dondetes el

Solucion:

a) Crecimiento y decrecimiento: Primero, verificamos la confinuidad en t = 3:
IimHs,N(f) =8(3)-3"=24-9=15.
lim,_.N(t)=2(3)-1=6-1=5. Como los limites laterales no son iguales, la funcién no es
continua en t = 3. Hay una discontinuidad de salto.
8-2t, si0<t<3
2, si3<t<5
1.Donde N'(t)=0:-Para0<t<3:8-2t=0= 2t =8=t=4. Este punto no estd en el

Calculomos la derivada de cada rama: N'(T) ={ Puntos criticos:

intervalo (0.3).
- Para 3 <t < 5:N'(t)=2 = 0. No hay puntos criticos. 2. Puntos donde N'(t) no existe: t =3
(discontinuidad).
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Analizamos el signo de N'(t) en los intervalos (0,3) y (3,5). - Para0<t<3 (e.g., t =1):
N'(1)=8-2(1)=6>0.N(t) es creciente. - Para3<t<5 (e.g., t =4):N'(4)=2>0.N(t) es
creciente.
Intervalos de crecimiento: (0,3) y (3,5). Intervalos de decrecimiento: No hay.

b) Mdaximo y minimo nUmero de ventas: Como la funcién es creciente en ambos
intervalos, los extremos absolutos se encontrardn en los limites de los intervalos y en
el punto de discontinuidad. - N(0) =8(0) - 0% =0. - IimHa,N(T) =15. - IimHyN(T) =5.-
N(5)=2(5)—1=9.
El valor mas bajo es 0 (ent =0). El valor mds alto es 15 (justo antes de f = 3). Sin
embargo, debido a la discontinuidad, el “minimo” después det=3es5 (ent=3"). El
maximo absoluto en el intervalo [0,5] es 15 (alcanzado en t=37). El minimo absoluto en
el intervalo [0,5] es 0 (alcanzado ent=0). Si consideramos los valores de la funcion: -
Minimo ent=0: N(O) =0 (miles de unidades). - MAximo en t =3 (justo antes del salto):
N(S’) =15 (miles de unidades).
- Minimo local en t =3 (justo después del salto): N(3+) =5 (miles de unidades). - M&ximo
ent=>5:N(5)=9 (miles de unidades).
Respuesta: - El nUmero de ejemplares vendidos es creciente en (0,3) y en (3,5). No
hay decrecimiento. - El minimo niumero de ventas es 0 (ent =0). El m&ximo numero de
ventas es 15 (justo antes de t = 3).

c) Representacion grdfica de N(t): - Para 0 <t <3: N(t) =8t —*. Es una pardbola que se
abre hacia abajo, con vértice ent = —% =4. En el intervalo [0,3], la funcidn es creciente.
N(0)=0.N(1)=7.N(2)=12.N(3)=15. - Para 3 <t < 5:N(t) =2t -1. Es una recta. N(3") = 5.
N(4)=7.N(5)=9. La grdfica es una pardbola de t =0 at=3, que va de (0,0) a(3,15). En
t=3hay un salto, y la funcién contina como una linea recta de (3,5) a(5,9). Respuesta:
(Descripcion de la grdfica) La grafica es una pardbola det=0at =3, que va de (0,0) a

(3.15). Ent =3 hay un salto, y la funcién continGa como una linea recta de (3,5) a(5,9).

Dos companias de taxi, A y B, ofrecen tarifas distintas. La compania A ofrece un coste fijo
de 20 € mdas 0,4 € por kildmetro recorrido; mientras que el precio de la compania B sigue la
funcién g(x) =0,01x* +0,1x + 10, en la que x representa el niUmero de kildmetros recorridos.

a) ¢Cudl de las dos companias ofrece la tarifa mds econdmica si realizamos un recorrido de
10 km? 2Y si hacemos uno de 80 km? Calcula la diferencia de precio en cada caso. éExiste
algun coste fijo en la tarifa de la compania B por el solo hecho de subir al taxi? b) Determina
para qué numero de kildmetros recorridos las dos tarifas coinciden. Si consideramos solo los
trayectos inferiores a esa cantidad, épara qué niumero de kildmetros la diferencia de precio
entre una tarifa y ofra es maxima? ¢Cudl es esa diferencia méxima de precio?

Solucion: Las funciones de coste son: Compania A: C, (x) =20+ 0.4x. Compania B:
Cs(x)=0.01x* +0.1x +10.
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a) Comparacién de tarifas: - Para x =10 km: C, (10)=20+0.4(10) =20+ 4 =24 €.
CB(IO)=O.01(10)2 +0.1(10)+10=0.01(100) +1+10=1+1+10 =12 €. La compania B es mds
economica. Diferencia: 24-12=12 €.

- Para x =80 km: C,, (80) =20 +0.4(80) = 20+ 32 = 52 €.
C5(80)= 0.01(80)2 +0.1(80)+10=0.01(6400)+8+10=64+8+10 =82 €. La compafia A es

mds econdmica. Diferencia: 82 - 52 =30 €.
Coste fijo en la tarifa de la compaiia B: El coste fijo es el precio cuando x =0.
Cy(0)= O.O](O)2 +0.1(0)+10=10 €. Si, la compahia B tiene un coste fijo de 10 €.

b)  Kilémetros para que las tarifas coincidan: Igualamos C, (x) = C, (x):

20+0.4x =0.01x* +0.1x +10 0= 0.01x* + 0.1x — 0.4x + 10-20 0 = 0.01x* = 0.3x — 10.
Multiplicamos por 100 para eliminar decimales: x? —30x — 1000 = 0.

2

~(=30) £ /(~30)" - 4(1)(~1000)  30++/900+4000 30+/4900 30+70

2(1) - 2 22
X, = 30 ; 70 _ _—;10 =-20 (no es un valor valido para kildmetros). x, = 30+70 % =50. Las
tarifas coinciden para x = 50 km.
Maxima diferencia de precio para trayectos inferiores a 50 km: Definimos la
funcién diferencia D(x) =C,(x) - C, (x) (0 alrevés, para que sea positival).
D(x)= (O.le2 +0.1x+1 O) —(20+0.4x) =0.01x* —0.3x —10. Queremos maximizar |D(x)| en el
intervalo (0,50). Calculamos la derivada de D(x): D'(x) = 0.02x —0.3. Igualamos a cero

X =

para encontrar puntos criticos: 0.02x -0.3=0=0.02x=0.3 = x = % =15. Este punto

x =15 estd en el intervalo (0,50). Calculamos la segunda derivada: D"(x) =0.02 > 0.
Esto indica un minimo para D(x). Por lo tanto, la méxima diferencia (en valor absoluto)
se dard en los extremos del intervalo o en el punto critico si es un maximo. En x =15
(15) 0. 01(15) 0.3(15)—10:0.01(225)—4.5—10 =225-45-10=-1225.Enx =0,
D(O) =-10.
En x = 50, D(50) = 0. La mdxima diferencia absoluta es |-12.25/=12.25 €. Se produce
en x =15 km. Respuesta: a) Para 10 km, compania B es mds economica (12 € vs 24 €),
diferencia 12 €.
Para 80 km, compania A es mds econdmica (52 € vs 82 €), diferencia 30 €. Si,
compania B tiene un coste fijo de 10 €. b) Las tarifas coinciden para x = 50 km. La
maxima diferencia de precio es de 12.25 € y se produce para 15 km.

derivabilidad. b) Halla los intervalos de creC|m|en’ro y decrecimiento.

Sea la funcion f:(-1,1) - R definida por f(x ) o) Estudia la continuidad y la

Solucién: La funcién se puede reescribir por framos en el intervalo (-11): - Six e (-1,0): x| = -

—x  1- 140 - 14X
—(—x):? -Six=0:f(0)= m_l.—S|XG(0,l):|x|=x.En’roncesf(x)zl—.

Entonces f(x) = ”
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b)

Continvidad: - En (-1,0), f(x) = T—X es continua ya que 1+ x # 0 en este intervalo.

+ X

-En(0,1), f(x) = r—i es continua ya que 1- x # 0 en este intervalo. - En x =0:

. . I-x 1-0 . . T+x 140

im f(x)=lim ——=——=11Ilm _f(x)=lim ,—=——=1f(0)=1. Como los
x—0 ( ) x—0 1+ Xx 1+0 x—0 ( ) x—0 1—x 1-0 ( )

limites laterales son iguales y coinciden con f(O), la funcién es continua en x =0. Por lo
tanto, f(x) es continua en todo su dominio (-1,1).

Derivabilidad: Calculamos la derivada de cada rama: - Para x (—1,0):

(2 ) =(0-X)(1) _—lox—Tex 2 oo
Fx)= Gxf (o (e (©):

O 0 T I S BT

(1-x) (-xf  (1-x) (1+0)
f(07)= i 20)2 =2.Como f(0")#f(0"), la funcion no es derivable en x =0.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: - Para x e (-1,0): f(x) =

0 2 )2. El numerador
+X

es negativo y el denominador es positivo, por lo tanto f'(x) <0. La funcién es

decreciente. - Para x e (O,l): f'(x) =

5. Elnumerador es positivo y el denominador es

positivo, por lo fanto f'(x) > 0. La funcidn es creciente. Respuesta: - Continuidad: f(x) es

continua en (-11).
- Derivabilidad: f(x) es derivable en (-1,0)u(0,1), pero no en x = 0. - Intervalos de
crecimiento: (0,1). - Intervalos de decrecimiento: (-1,0).

Concavidad y puntos de inflexién

51.

Halla los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexion, de las

siguientes curvas: a) f(x) =x* -2x° b) g(x) =x> -3x* =9x c)
h(x)=2x> - 9x* +12x - 4

Solucion:

Q)

f(x) =x* - 2x> Dominio: R. Primera derivadar

f'(x) = 4x® - 6x* Segunda derivada: f"(x) = 12x* —12x. Puntos de inflexion: Igualamos
f(x)=0:12x* =12x =0=12x(x - 1) = 0. Los posibles puntos de inflexién son x =0y x =1.
Analizamos el signo de f”(x) en los intervalos (—«,0), (0.1), (1,0). - Para x <0 (e.g., x =-1):
fr(=1)=1 2(—1)2 -12(-1)=12+12=24> 0. Céncava (abierta hacia arriba). - Para 0 < x <1
(e.9. x=0.5):f"(0.5)=1 2(0.5)2 -12(0.5)=12(0.25)-6=3-6=-3<0. Convexa (abierta
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52.

hacia abajo). - Para x> 1(e.g., x =2): f"(2) = 12(2)2 -12(2)=48-24=24>0. Céncava
(abierta hacia arriba). Como f”(x) cambia de signo en x=0vy x =1, ambos son puntos
de inflexion. f(0) = 0% ~2(0)” = 0. Punto de inflexién: (0,0). f(1) =1 ~2(1)" =1-2 = 1. Punto
de inflexién: (1,-1).
Respuesta a): - Céncava en (—»,0) U (1,). - Convexa en (0,1). - Puntos de inflexion: (0,0)
y (1-1).

b)  g(x)=x>-3x*-9x Dominio: R. Primera derivada: g'(x) = 3x* - 6x - 9. Segunda derivada:
g"(x)=6x—6. Puntos de inflexion: Igualamos g”(x) =0:6x -6 =0=éx=6=x =1
. Analizamos el signo de g”(x) en los infervalos (—»,1), (1.). - Para x <1 (e.g.,
x=0):g"(0)=-6<0. Convexa (abierta hacia abajo). - Para x> 1(e.g., x =2):
9"(2)=6(2)-6=12-6=6>0. Céncava (abierta hacia arriba). Como g”(x) cambia
de signo en x =1, es un punto de inflexion. g(1) =1 - 3(])2 -9(1)=1-3-9=—11.Puntfo
de inflexion: (1,-11). Respuesta b): - Convexa en (-x,1). - Céncava en (1.e). - Punto de
inflexion: (1,-11).

c)  h(x)=2x>-9x* +12x - 4 Dominio: R. Primera derivada: h'(x) = 6x* - 18x +12.
Segunda derivada: h"(x) =12x -18. Puntos de inflexion: Igualamos h”(x) = 0:

12x-18=0=12x=18 = x Z%Z% Analizamos el signo de h”(x) en los

intervalos (_OOIgj, (%ooj - Para x <g (e.g. x=0):h"(0)=-18<0. Convexa
(abierta hacia abajo). - Para x >g (e.9.x=2):h"(2)=12(2)-18=24-18=6>0

. Concava (abierta hacia arriba). Como h"(x) cambia de signo en

3 2
x=§, es un punto de inflexion. h 3 =2 3 -9 3 +12 3 —4=
2 2 2 2

2
2| )92 s18-4-27 81 72 16 _27-81+72-16 _2_1 115 de inflexion:
8 4 4 4 4 4 4 4 2
(%%) Respuesta c): - Convexa en (—oo,g]. - Céncava en (gooj - Punto de inflexion:

6

Dada la funcién f(x) = x* —12x* + 36x, prueba que el punto de inflexion es el punto medio de
los dos extremos relativos.

Solucion:

Dominio: R. Extremos relativos: Primera derivada: f'(x) = 3x* — 24x + 36. Igualamos f'(x) = O:
3x* —24x+36=0=> x> -8x+12=0.(x-2)(x-6)=0.

Los puntos criticos son x, =2y x, = 6. Segunda derivada: f”(x) = éx — 24. - En x = 2:
f"(2)=6(2)-24=12-24=-12<0. Maximo relativo. - En x = 6:f"(6) = 6(6) - 24 =36-24=12>0.
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Minimo relativo. Los extremos relativos estdn en x =2y x = 6.

Punto de inflexion: Igualamos f"(x) =0:6x-24=0= 6x =24 = x = 4. Para verificar que es un
punto de inflexién, calculamos la tercera derivada: f"(x) =6. Como f"(4) =6 =0, x =4 es un
punto de inflexion. El punto de inflexion estd en x = 4.

Punto medio de los extremos relativos: El punto medio de las abscisas de los extremos

relativos es LQXQ = 2 JQF 6 = 2 = 4. Este valor coincide con la abscisa del punto de inflexion.

Respuesta: Se ha probado que la abscisa del punto de inflexidn (x = 4) es el punto medio de
las abscisas de los extremos relativos (x =2y x = 6).

Halla los mdaximos y los minimos relativos, asi como los puntos de inflexion, de la funcién
f(x) =sinx + cosx en el intervalo [0,21:]. Posteriormente, dibuja la curva en ese intervalo.
Solucién:

Dominio: [O,Qn]. Extremos relativos: Primera derivada: f'(x) = COosx — sinx. lgualamos
f'(x) =0: cosx —sinx =0 = cosx = sinx = tanx = 1. En el intervalo [0,271], las soluciones son

x:%yx:% Segunda derivada: f”( )=—sinx—cosx.—Enx=E'
frl 2= <sin| 2 |~ cos| X —£—£-— 2 < 0. M&ximo relativo.
4 4 4 2
fl X =sin| X |+ cos| X =£+£=\/§.—Enx:@:
4 4 4 2 2 4

2 2 2

f(%} = sm[an}rcos(%] —%—% 2.

Puntos de inflexion: Igualamos f”(x) =0: —sinx — cosx = 0 = sinx = —Ccosx = tanx = —1.

f"[@j=—sin(%j—cos(@j=—(—Q}—(—QJ f f =2 > 0. Minimo relativo.

En el infervalo [O,Qn], las soluciones son x = 37? y X = %ﬂ Tercera derivada: f"’(x) = —COSX + SinX..

-Enx= 34“ f’"(snj :—cos(snjﬂm(&E _—(—g] V2 X2 _J2=0.

4 4 4 2
Punto de inflexion. f| — 3z =sin 3n + COS 3n =Q—Q=o,-|§nx=ﬁ;
4 4 4 2 2 4
" — /m =—-CO0S /n +5sin /n —£—£=—\/§¢O. Punto de inflexion.
4 4 4 2
f /n =sin /n + COS /n =—Q+Q=O.
4 4 4 2 2

Valores en los exiremos del intervalo: f(0) =sin(0) + cos(0)=0+1=1.

f(2r)=sin(2n)+cos(2n)=0+1=1.
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55.

- . T i .. . 5n
Respuesta: - Maximo relativo en x = 2 con valor f 21" V2. - Minimo relativo en x = " con

valor f(%] = /2. - Puntos de inflexién en x = % yX= % con valor f(%j =0y f(7—jj =0.

Grdfica: La curva comienza en (0,1), sube a un mdaximo en [%ﬁj baja pasando por un
punto de inflexion en [STTCO] alcanza un minimo en [%—ﬁj sube pasando por un punto
de inflexién en (%O] y termina en (2m,1).

Prueba que la funcion f(x) = (x - 2)4 tiene un extremo relativo en x =2, si bien f"(2) = 0. {Tiene

f(x) puntos de inflexion?

Solucién: Dominio: R. Primera derivada: f'(x) = 4(x - 2)3. Igualamos f'(x) = 0:
4(x- 2)3 =0= x =2. Este es un punto critico. Segunda derivada: f"(x) =12(x - 2)2.

Evaluamos f"(2): f"(2) =12(2 - 2)2 =0. Como f"(2) =0, el criterio de la segunda derivada

no es concluyente. Usamos el criterio de la primera derivada. Analizamos el signo de f'(x)
alrededor de x=2: - Parax <2 (e.g., x=1): (1) = 4(1- 2)3 = 4(—1)3 =-4<0.f(x) es decreciente.
-Parax>2 (e.g. x=3):f(3)=4(3- 2)3 = 4(1)3 =4>0.f(x) es creciente. Como f(x) cambia de
decreciente a creciente en x = 2, tiene un minimo relativo en x =2.f(2)=(2- 2)4 =0.

Puntos de inflexién: Para que haya un punto de inflexién, f”(x) debe cambiar de signo.
fr(x)=12(x - 2)2. Parax <2, (x- 2)2 >0, entonces f"(x) > 0. Para x > 2, (x - 2)2 >0, entonces
f"(x)>0. Como f”(x) no cambia de signo en x =2 (siempre es positivo), no hay puntos de
inflexion. Respuesta: La funcién tiene un minimo relativo en x = 2. No tiene puntos de inflexion

porque la segunda derivada no cambia de signo en x = 2.

Dibuja la grdfica de una funcidn que sea continua en el intervalo [0,21 y tfenga un méximo
absoluto en x =0, un minimo absoluto en x =2, un minimo relativo en x =1y un Maximo

. 3
relafivo en x = >

Solucién: (Descripciéon de la grdfica) La grdfica debe cumplir: - Continua en [0,2]. - f(O) es
el valor mas alto en el intervalo. - f(2) es el valor mds bajo en el intervalo. - En x =1, hay un
“valle” local. - En x =%, hay una “cima” local.

Un posible comportamiento de la grafica seria: 1. Comienza en x =0 en su punto mas alfo
(mdximo absoluto). 2. Decrece desde x =0 hasta x =1, donde alcanza un minimo relativo.

3. Crece desde x =1hasta x = g donde alcanza un mdéximo relativo. 4. Decrece desde
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56.

57.

3 , .
X = > hasta x =2, donde alcanza el minimo absoluto del intervalo. La curva debe ser suave

(derivable) en los puntos de extremos relativos.

1

Se considera la funcidn f(x) =—
X’ +a

extremo relativo en x = \/§

Solucion: Para que f(x) tenga un extremo relativo en x = J3, su primera
derivada debe ser cero en ese punto. Calculamos la primera derivada:

2 —
f'(x) . l(X (+20) ;(2(2)() _ x2( +2c: —}x? _ ( CZ_XQ)Q. Evaluamos f(\/g) y lo igualamos a
X“+a X“+a X“+a
(3]
O —
cero: f(\/g) = = 0_32. Para que f(\/g) =0, el numerador debe ser cero:

((v3) mf (3+a)

a-3=0=a=3. Ademds, el denominador no debe sercero,3+a#0=3+3=6=0, lo cual

es vdlido. Respuesta: El valor de a es 3.

Para a = 4, halla los extremos relativos y los puntos de inflexion de la curva de la actividad
anterior.

. ., X -
Solucion: La funcion es f(x) R Dominio: R (ya que x? + 4 nunca es cero). Exiremos

X* +
2
relativos: Primera derivada (usando la formula de la actividad 56 con a = 4): f'(x) = _A=x

Igualamos f'(x) =0: 4 - x* =0 = x* = 4 = x = £2. Puntos criticos: x = -2y x =2.
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4-(-3Y  4-9 -5

Analizamos el signo de f'(x): - Parax < -2 (e.g., x=-3): f(-3) = = =—<
( ) ( ) ((_3)2 N 4)2 (9 " 4)2 ]32

N2
Decreciente. - Para -2 <x <2 (e.g., x =0): f(0) = 4—02 = iz 4] > 0. Creciente. - Para
(02 +4) 4 16 4
2
x>2(e.g.x=3):f(3)= 4-3 = 4_92 :_—52<O. Decreciente. - En x = —2: cambia de
(37+4) (9+4) 13

decreciente a creciente. Minimo relativo. f(-2) = _22 2 _2_ —l. - En x =2: cambia
(_2) +4 4+4 8 4
. . , . . 2 2 2 1
de creciente a decreciente. Méximo relativo. f(2) =— = =Z=—,
2°+4 4+4 8 4

Puntos de inflexion: Calculamos la segunda derivada:

2x(x2 +4) —(4-x2)-2(x + 4)-2x 2x(x +4) — 4x(4-x*)

f"(x) =

f"(x) =

(x*+4) (x?+4)
2 —
f"(x) = ~2x° _(8:_];;( HAC Q(XZ _2;;( = 22( (: ;32) Igualamos f"(x) = 0: 2x(x2 —12) =0. Los
X +4 X +4 X +4

posibles puntos de inflexion son x =0, x = 12 =243, x =12 = -24/3. Analizamos el signo de

2(-4)((-4Y -12)  _g(14- _
f”(x):—Porox<—2\/§ (e.g. x=—4):f"(-4)= ( )(( ) )= 8(16 ]2)= 8(4)<O.Corwexo.

(~4) + 4)3 (16+4)  20°

|
2(—1)((—12—12) 2(1-12)  =2(-11) 22
)

-Para 243 <x<0 (e.g., x =—1): f(=1)=

= =—>
2 +4)3 (1+ 4)3 5° 125
)

2(4)(4*-12 -
. Convexa. - Para x > 243 (e.g.. x=4):f"(4)= (()2( )3 ):8(120312)2532((;)>O
47 + 4

. Concava. Como f"(x) cambia de signo en x = —2J3, x=0y x = 24/3, todos son
0

23 _—2\/5__2\/5__£f(0)———0
(—2\/§)Z+4_12+4_ 16 8 V024

puntos de inflexion. f(—2J§ ) _

f(2\/§): 243 3 243 _2\/5_\/5

> = = = —. Respuesta: - Minimo relativo en [—2,—1]. - Mdximo
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58.

59.

relativo en (2%) - Puntos de inflexién en [—2[,—%], (0,0) y [Qﬁgl

Calcula los valores de a'y b para que la funcién g(x) = ax® + bx? +1tenga un punto de

inflexion en x =% y su derivada en este punto sea —g.

Solucién: Tenemos las siguientes condiciones: 1. Punto de inflexion en x = % lo que implica
g”(%} =0. Primera derivada: g'(x) = 3ax? + 2bx. Segunda derivada: g”(x) = éax + 2b.

g”(%} = 60(%} +2b =3a+2b. Entonces, 3a+2b =0. (Ecuacion 1) 2. La derivada en este

3 o 1 3 (1 1Y 1) 3a
t —, | I '—|=—=.g'|=|=3a| = 2b| — |==—+ 2b. Entonces,
punto es 5 o que |mp|cog(2j 5 g[zj g[zj + (2) n +

37" +2b= —% — 30+ 4b = —6. (Ecuacion 2)

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones, resulta:
Respuesta: Los valores sona=2y b =-3.

Dada la funcién f(x) = ax® + bx* + cx +d, averigua los valores de a,b,c y d sabiendo que
tiene un maximo relativo en el punto (1,0), un punto de inflexion en x =0y que la pendiente
de larecta tangente a la curva en x =2 es -9.

Solucién: Tenemos las siguientes condiciones: 1. Mdaximo relativo en (1,0):f(1)=0y
f(1)=0.f(1) = 0(1)3 + b(l)2 +c(l)+d=a+b+c+d=0. (Ecuacién 1) Primera derivada:
F(x)=3ax? + 2bx +c.f(1)=3a(1) +2b(1) +c=3a+2b +c =0.

(Ecuacion 2) 2. Punto de inflexion en x =0, lo que implica f(0) = 0. Segunda derivadar:
f"(x)=éax+2b.f"(0)=6éa(0)+2b =2b. Enfonces, 2b =0= b =0. 3. La pendiente de la recta

tangente en x =2 es -9, lo que implica f(2)=-9.f(2) = 3(:1(2)2 +2b(2)+c=12a+4b+c=-9.
(Ecuacion 3)

Sustituimos b =0. en las ecuaciones: - Ecuacion 1:a+0+c+d=0=>a+c+d=0.
(Ecuacion 17) - Ecuacion 2: 3a + 2(0) +c=0=3a+c=0. (Ecuacién 2’) - Ecuacion 3:

120 +4(0)+c=-9=12a+c=-9. (uacién 3')

. ., 3 =0 .,
Resolvemos el sistema para a y ¢ con Ecuacion 2' y 3': {] ; e 9 Restamos la Ecuacion
a+c=-
2' de la Ecuacién 3': (12a+c)—(3a+c)=-9-0=9a=-9 = a=-1. Sustituimos a=-Ten

Ecuacion 2': 3(—1) +c=0=-3+c=0=c=3.Sustituimosa=-1y c=3en Ecuacion 1':
-1+3+d=0=2+d=0=>d=-2.

Verificamos que en (1,0) es un méximo: f”(x) = éax + 2b = 6(~1)x + 2(0) = —6x.
f"(1)=-6(1)= -6 < 0. Es un mdéximo. Verificamos que en x =0 es un punto de inflexion:
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f"(x)=-6éx. Para x <0, f"(x)>0 (céncava). Para x > 0, f"(x) < 0 (convexa). Cambia de signo,
asi que x =0 es un punto de inflexion. Respuesta: Los valores sona=-1,b=0,c=3,d=-2.

Dibujo de curvas

60. Representa graficamente las siguientes funciones: a) y =x® —x*> —=5x b) y = %x(x - 3)2

c) f(x)=x*-6x*+5
Solucién: (Descripciéon de las graficas)

a) y=x>-x"—5x-Dominio: R. - Cortes con los ejes: y = x(x* =x-5)=0=>x=00

1+ /1-4(-5 _

x?—x-5=0.x= ( )zli@.Pun’ros:(0,0), ”@,o, ] @,O.—Derivodo
2 2 2 2
2+./4-4(3)(-5 N
primera: y' = 3x* —2x — 5. Ceros: x = ( )( ):21 64=2J_r8.x=E_—y
6 6 6 6 3

X = %6 =-1. - Derivada segunda: y” = éx — 2.
Cero: x = l - Méximo en x = -1, minimo en x =5/ 3. Puntfo de inflexibn en x =1/ 3.

- Comportamiento: Sube, baja, sube.

b) y= %x(x - 3)2 - Dominio: R. - Cortes conlos ejes: y =0 = x =0 o0 x = 3 (raiz doble). Puntos:
(0,0),(3.0). - Derivada primera: y' = %(x - 3)2 +2x-(x-3)= %(x -3)(3x-3)=(x-3)(x-1).
Ceros: x =1,x=3. - Derivada segunda: y"=2x -4 = 2(x - 2).Cero: Xx=2.-Mdaximoenx=1,

minimo en x = 3. Punto de inflexion en x = 2. - Comportamiento: Sube, baja, sube.
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—4

f(x)=x*-6x*+5 - Dominio: R. - Cortes con los ejes: y =0= x* —éx* +5=0. Seau =x,

U ~6u+5=0=(U-T)(u-5)=0.u=1=x=%lu=5=x=+/5. Puntos: (+1,0), (+/5,0)
f(0) = 5.- Derivada primera: f'(x) = 4x® —12x = 4x(x2 - 3). Ceros: x =0,x = +/3. - Derivada
segunda: f"(x)=12x* -12 =1 2(x2 - 1). Ceros: x = £1. - Minimos en x = +/3, maximo en

x = 0. Puntos de inflexién en x = £1. - Comportamiento: Baja, sube, baja, sube (simétrica
respecto al eje y).
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61.

62.

Dibuja la curva f(x) = 2\/;(6 - X).

Solucion: (Descripcion de la grdfica) - Dominio: Para Jx, x> 0. - Cortes con los

ejes: f(x)=0= 2Jx(6-x)=0=x=00x=6. Puntos: (0,0), (6,0). - Derivada primera:
1 3 6 6—3x

f(x)=12x"2 =2x*2 f(x)=12-=x"? = 2. =x"? =6x7"? = 3x"? = — - 3Jx = —==.

() (=121 2.2 N

Ceros: 6—3x=0= 3x=6= x = 2. - Derivada segunda:
3(1+x
fr(x) = —3-%x‘3’/2 —3-lx“/2 __3 5 __ (+ ) Ceros: No hay para x > 0. - MAximo en

2 2xJx 24 B 2x/x
x=2.f(2)= 2\/5(6 -2)= 2\/5(4) = 8v2 ~11.31. - Puntos de inflexién: No hay. - Comportamiento:

Empieza en (0,0), sube hasta un mdéximo en (2,8\/5), y luego baja hasta (6,0).

12

4

Dibuja las siguientes curvas:
a) f(x)=(1-x)e™
b) f(x)=e"

c) f(x)zlr{x—_]]

X+1

1
d) f(x)=x2+3
e) f(x)=xInx
UG
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9 f(x)-1x
0= e
) f) -2
—X
i) f(x):x2x+1

Solucién: (Descripcién de las gréficas)

a) f(x)=(1-x)e - Dominio: R. - Cortes: (1,0), (0,1). - Asintotas: lim 1-x)e™* =0.
lim_,_, (1-x)e ™ =oco. Asintota horizontal y = 0 para x — +. - Derivadar:
fW=—e—(1-x)e* =(x—-2)e™. Cero en x =0. - Méximo en x = 2. f(2)=—¢™.

- Comportamiento: Decrede des de +« hasta el minimo en (2, —e™), luego crece

e

acercdndose a 0 por debajo cuando x tiende a +

4
2
-_— e ————————
-2 0 A 4 6

b)  f(x)=e"" - Dominio: R —{0}. - Corfes: No corta los ejes. - Asintotas: lim,__e"* =1

1/x 1/x

2 . 2 , .
= +400. hm)H e’ =+o0. Asintfota vertical x =0. -

. Asintota horizontal y =1.1im__ .e .

\ 1 ux . . .
Derivada: f (X)=—2X—3€V L Comportamiento: Creciente en (—«,0)y(—-«,0), decreciente

en (0,)y (0,=). Viene de y=1 (para x—-«), crece hacia +~ cuando x—0-. Por la

derecha, viene de +« (para x—0+), decrece hacia y=1 (para x—+x)
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6 4 =19 0 2 4 6

c) f(x) =In (X—_D - Dominio: (—=,—1)R(1,%). Cortes: No corta los ejes. Asintotas: Asintotas
X+

verticales: x=1y x==1. Asintfota horizontal: y=0y=0 (cuando x—%x).

Derivada: f'(x) = 22 | . Siempre positiva en el dominio.
x —

Comportamiento: Creciente en todo su dominio. En (1,«), viene de —»—(para x—1)

y se acerca a 0 por debagjo. En (—«,—1), viene de 0 por debajo (para x—-«) y sube

a +e (para x—-—17).

TG

-2

4

1 . . .
d) f(x)=— 3 Dominio: R. - Cortes: No corta el eje x. Corta el eje y en (0,1/3). -
X+

Asintotas: lim 2x

=0. Asintota horizontal y = 0. - Derivada: f(x)=-

Xx—>*too 2

43 (x+3)

>. Cero

enx=0.-Mdximo enx=0. f(0)=1/3.- Comportamiento: Sube de y =0 (para x — )

hasta (0,1/3), luego baja a y =0 (para x — ).
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0.5

-0.5

7 (x) = xlnx - Dominio: x > 0. - Cortes: f(x)=0=> xInx=0= x =1 (ya que x > 0).
Punto (1,0). - Asintotas: limx_)wxlnx =0 (indeterminacion 0-(—oo), se resuelve con

Inx 1
L'Hopitalcomolim ,—=1lim ,————=Ilim . (—-x)=0). No hay asintota vertical.
p x—0 l/x x—0 _1 / x2 x—0 ( ) ) y

lim_,, xInx =co. - Derivada: f(x)= Inx+x-+=lnx+1. Cero enlnr=—1= x=¢" =1/e. -
X

Minimo enx=1/e. f(1/e)=(1/¢e)In(1/e)=(1/e)(~1)=—1/e. - Comportamiento: Empieza
en(0,0), baja hasta un minimo en (1/e,—1/¢), luego sube pasando por (1,0) a .

0.8
06
0.4

0.2
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- ] . -1 4
n  f(x)= ;CJF; - Dominio: R\ {-3}. - Cortes: (1,0), (0,~1/3). - Asintotas: lim % =5 =
. x-1 -4 , . . x-1 ] .
lim . = — =—o0. Asintota vertical x =-3.lim___ =1. Asintota horizontal
=3 x+3 07 x+3

I(x+3)-(x-1)(1) x+3-x+1_ 4

(x+3)  (x+3)  (x+3)
Comportamiento: Creciente en todo su dominio. Viene de y =1 (para x —» —), sube a
2 (para x — —37). Viene de —o (para x — -37), sube a y =1 (para x — o).

y=1.- Derivada: f(x)=

> Siempre positiva. -

05

a) f(x)= —nf - Dominio: x > 0. - Cortes: f'(x)=0=>Inx = 0= x=1. Punto (1,0). - Asintotas:

X
— , . ) 1 ) 1 ,
lim o l—njc = OOO =—o0. Asintota vertical x = 0. lim —nf =lim % =0. Asinfota
X—> X + X—>00 X X—0

horizontal y = 0. - Derivada: f(x) = l_ilnx Ceroenl-2lnx=0=Inx=1/2= x =Je. -
X

ln\/g 1

Maximo en x = +Je. f(\/z) = = P Comportamiento: Viene de —o (para x —07),
e e
sube hasta un maximo en (\/E,I/Ze), luego bajaa y =0 (para x — o).
0.5
0 0.5 1 15 2
-0.5
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h)

2
X

f(x)z NV2x+1

Asintotas: lim

X 1/4
x—>-1/2% 2X+1 O+

2

- Dominio: 2x+1>0= x> -1/2.- Cortes: f(x)=0= x=0. Punto (0,0). -

Asintota vertical x =—-1/2.lim \/ﬁ =oo. - Derivada:
It 1
— 27.
PPl N oS L i as) L PP Y DS Y C R
2x+1 (2x+1)V2x+1 (20417 (2x+1)7 (2x+1)7

Ceros:x=003x+2=0=x=-2/3.Solo x =0 estd en el dominio. - Minimo en x =0.

/(0)=0.- Comportamiento: Viene de « (para x ——1/2"), baja hasta un minimo en
(0,0), luego sube a .

25

-056

2
f(x)= 2 Dominio:9—x" > 0= x> <9=> 3< x<3.
VI-—x° 207 18
- Cortes: f(x)=0= x=0.Punto (0,0). - Asintotas: lim =— =00,
x—3 S)——_xz ()+
2
limx_) L = g =o0. Asintfotas verticales x = £3. - Derivada:

- V9 —x?
4x9—x* =247 —2x

2Joxt _4(9-x)+20" 3er-ax'+2d 3ex-26 _2x(18

~?)

/(x)=

9_ x? (9_x2)3/2 - (9_x2)3/2 - (9_x2 )3/2 - (9_x2

)3/2

Ceros: x=0018-x>=0= x = /18 = +3+/2. Solo x = 0 estd& en el dominio (—3,3). - Minimo
enx=0. f(0)=0.- Comportamiento: Viene de = (para x — —3"), baja hasta un minimo

en(0,0), luego sube aw (para x — 37).

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10

105



i)

xf(x)= = x+2 - Dominio: R\ {0}. - Cortes: No corta el eje x. No corta el
X X

] . . 1 ] .
ejey.- Asintotas: lim (x + l} =—oo.lim . (x + —j =o0. Asintota vertical x =0
X X

. ] . . 1
Jdim (x + lj =to0. Asintota oblicua y = x. - Derivada: f(x)=1-—. Ceros:
X X

I—Lz:O:xz:l:x:il.—Méximo enx=-1. f(-1)=-1-1=-2.- Minimo en x =1.
x

f(1)=1+1=2. - Comportamiento: Viene de —w (para x — —), sube hasta un maximo
en (—1, —2), baja a —o (para x — 07). Viene de « (para x — 07), baja hasta un minimo en
(1,2). luego sube a = (para x — o).

8 6 4 =210 2 4 6
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63.

64.

Dibuja la gréfica de una funcién que verifique: f(-1)=4, f(-1)=0 f(1)=0, /(x)<0, i
—1<x<1f(x)>0,six<-lox>17"(x)>0,six>0 f"(x)<0,six<0

Solucién: (Descripcion de la gréfica) - f(-1)=4y f(-1)=0: Hay un extremo en (-1,4).

- f(1)=0: Pasa por (1,0). - f(x) <0 en(-11): Decreciente en (-11).- f(x)>0. en
(—o0,—1)U(1,0): Creciente en (—0,—1) y (1,20). - De f(-1)=0y el cambio de signo de f(x), en
x =—1 hay un mdximo relativo. - En x =1, la funcidn es decreciente a la izquierda y creciente
a la derecha, pero f(l) no es necesariamente 0. Si f(l) =0, seria un minimo. Si no, es un
punto anguloso o un punto donde la derivada no existe. - f”(x) >0en (O,oo): Cdéncava en
(0,00). - f"(x) <0 en(—e0,0): Convexa en (—,0). - En x =0, hay un punto de inflexion.
Comportamiento general: La funcidon viene de —o, sube hasta un mdximo en (—1,4). Luego
baja, pasando por un punto de inflexiéon en x =0 (donde cambia de convexa a céncava),

y continla bajando hasta x =1 donde pasa por(l,O). Después de x =1, la funcion sube a« y
es concava.

—4

Dibuja la gréfica de una funcién que verifique: f/(x) <0 en(2,+%) f(x)>0en(—x,2)
f"(x)<0en(-4,4) /"(x)>0en(—0,—4)U(4,+0)lim _,_, f(x)=—4lim_,, f(x)=0

Solucién: (Descripcion de la gréfica) - f(x) <0 en(2,00)y f(x)>0en(—»,2):-Enx =2, hay
un méximo relativo. - 1”(x) <0 en(-4,4): Convexa en (—4,4).- f"(x)>0en(—0,—4)U(4,0):
Coéncava en (—w,-4) y (4,0). - En x =—4y x =4, hay puntos de inflexion. - lim _,_ /' (x)=—4:
Asintota horizontal y =—4 para x — —oo. - limﬁmf(x) = 0: Asintota horizontal y =0 para x — .
Comportamiento general: La funcion viene de la asinfota y = —4 (para x — —), es concava
hasta x =—4. En x = —4 hay un punto de inflexidon (cambia de céncava a convexa). Luego es
convexa hasta x =4. En x =2 alcanza un mdaximo relativo. En x =4 hay otro punto de inflexion
(cambia de convexa a concava). Después de x =4, es concava y decrece, acercdndose a
la asintota y =0 (para x — o).
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65.

Representa graficamente las siguientes funciones:

a)

b)

c)

j(x)=3x4+x3—l
_x2+1

/(%)=
/(%)=

x’ -1

Solucién: (Descripcién de las graficas)

a)

b)

f(x)=3x"+x’~1- Dominio: R.

- Cortes: f(0)=—1. Para f(x)=0, hay dos raices reales (una entre -1y 0, ofra entre 0y
1). - Derivada primera: f/(x)=12x" +3x* =3x? (4x+1). Ceros: x = 0 (raiz doble), x=—1/4
.- Derivada segunda: f"'(x)=36x" +6x =6x(6x+1). Ceros: x =0,x =—1/6. - Minimo en
x=—=1/4.f(-1/4)=3/256-1/64—1=(3-4-256)/256 =-257/256 ~—-1.004. - En x =0

, hay un punto de inflexidn (cambia de convexa a céncava). - Puntos de inflexion en

x=0yx=-1/6.- Comportamiento: Baja hasta un minimo en x =-1/4, luego sube.
En x =0 la pendiente es cero, pero sigue subiendo.
6

12 t_/ 2

-2

x*+1

f(x)= - Dominio: R —{0}. - Cortes: No corta los ejes. - Asintotas: x =0 (vertical),
X

y =x (oblicua). - Derivada: f(x) :1—%. Ceros en x=t1. - Comportamiento: Creciente
X

en (—=»,=1)(1,»), decreciente en (-1,0)(0,1). M&ximo en (-1,-2), minimo en (1,2). Viene
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de la asintota y=x (por debajo) cuando x—-=, sube al maximo, baja a -~ en 0.
Por la derecha, viene de +~ en 07, baja al minimo, luego crece acercdndose
a y=x cuando x—,

6 -4 -2 0 2 4
2
—6
2 J—
c) f(x)= alinl . Dominio R —{0}. -Cortes: puntos(-1,0) y (1,0). -Asintotas: x=0 (vertical), y=x
X
2
(oblicua).- Derivada: f’(x) _— :rl Siempre positiva Comportamiento: Creciente en su
X
dominio.
2
1
-2 1 0 1
-1
_2
66. Dadas las siguientes funciones: f(x)= =36 (x)= Lo e -h(x)= Eiahtl
' ' x*—2x-8 2 x(2x+4)+2 x?+x-2

a) Halla el dominio y los puntos de corte.
b) Calcula, si existen, las asintotas verticales y horizontales.

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 109



c) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y mdximos y minimos relativos.
d) A partir de los resultados de los apartados anteriores, efectia una representacion grdfica.
. 4x* -36
Solucién: Para f(x)=———:
x"=2x-8

Q)

b)

d)

Dominio: Denominador x> —2x—-8=0=(x—4)(x+2)=0.x =4,x =-2.

Dominio: R\{-2,4}. Puntos de corte: - Eje y: 1'(0) :i; = % Punto (0,9/2). - Eje x:

4x* =36 =0= 4x’ =36 = x’ =9 = x = 3. Puntos (-3,0),(3,0).

Asintotas: - Verticales: x = -2, x = 4.

. L 4(x=3)(x+3) _4(=5)(1)_-20__ . _-20_
hmH_z,f(x) =lim (x—4)(x+2) = (—6)(0_) =5 = hmH_Tf(x) =0 =
4(1)(7) 28 : 28 .
lim _, f(x)=7> =—=—0.lim___f(x)=>+=co.- Horizontales:
(07)(6) 0
lim 4x” ~36 =4. Asinfota y =4.

Crecimiento y decrecimiento, exiremos relativos:
8x(x® —2x—8)—(4x* ~36)(2x-2) 8x’—16x" —64x—(8x’ ~8x* ~72x+72)
(x2 —2x—8)2 B (x2 —2)6—8)2

J(x)=

8" —16x7 — 64x—8x* +8x2 +T2x 72 —8x*+8x-72  —8(x’ —x+9)

5 5 ; > . 5. El numerador
(x*—2x-8) (x*-2x-8)  (x*-2x-8)

J(x)=

x> —x+9 fiene discriminante 1—4(9) =-35<0, por lo que es siempre positivo. Como el
numerador es —8-( positivo) y el denominador es ( positiVO)Z, /(x) es siempre negativa.
La funcion es decreciente en todo su dominio. No fiene extremos relativos.
Representacion grdfica: (Descripcion de la grdfica) - Asintotas verticalesen x=-2y
x=4.

Asintota horizontal en y =4. - Pasa por (-3,0), (0,9/2), (3,0). - Siempre decreciente. -
Viene de y =4 (para x — —0), baja a —o (para x — -27). - Viene de « (para x — -27),
pasa por (-3,0),(0,9/2),(3,0), baja a —e (para x —47). - Viene de « (para x —4"), baja

ay=4 (parax — o).
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d)

Para g(x)= L 2 S
BT (x4 2
Dominio: Dominio: R\ {~1}. Puntos de corte: - (0,0

1 1+ x?

Asintotas: - Verticales: x =—1. - Horizontales: lim_, | —————— [F0. y=0.
2 x(2x+4)+2

Crecimiento y decrecimiento, exiremos relativos: g'(x)=—

(x+1)3.

Igualamos g'(x)=0:

—Xx+1=0.x=1-Para x < -1: g'(x) <0. Decreciente. - Para -1<x < 1: g'(") > 0. Creciente. -

Para x >1: g'(x) < 0. Decreciente. - En x=1: M&ximo relativo.
Representacion grdfica: (Descripcion de la grdfica) - Asintota vertical en x = —1.
Asintota horizontal y = 0. — Corta a los ejes en (0,0). - M&ximo relativo en x=1

pd

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10

111



67.

3x7 =27
x+x-2

a) Dominio: : R—{-2,1}. Puntos de corte: - Eje y: h(0) :2—27. Punto (0,27/2). - Eje x:

Para h(x)=

3x*=27=0=3x" =27 = x’ =9 = x =43. Puntos (-3,0),(3,0).

2
, . . . -2 ,
b) Asintotas: - Verticales: x =-2,x =1. - Horizontales: lim ___ 32x—72 =3. Asintota y =3.
X" +X—
3(x* +14x+9)
c) Crecimiento y decrecimiento, extremos relativos: h'(x) = ( )2 . lgualamos
X +x-2

R(x)=0:x, =7 -210x, =7 +24/10 son los puntos criticos. Analizamos el signo
de h'(x):- Parax <7+ 2410: h'(x)<0. Decreciente. - Para x > -7+ 2410: h'(x)>0.

Creciente. - En x=—-7+ 2@ Minimo relativo
d) Representacion grdfica: (Descripcion de la grdfica) - Asintotas verticalesen x=-2vy

x =1. Asintota horizontal en y =3. - Pasa por (0,27/2), (-3,0), (3,0). - Minimo relativo en x

:—7+2\/ﬁ.

14

3
X

(x=1)"

a) Determina el dominio y sus asintotas.

Dada la funcién: f(x)=

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento. éLa funcidon alcanza un mdximo en
el punto de abscisa x =1? Justifica la respuesta.

c) Esboza su grdfica.

Solucion:

a) Dominio: Denominador (x—l)2 = 0= x=1. Dominio: R\{1}.
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b)

c)

X 1

Asintotas: - Verticales: x =1. lim_ W o =o00. - Horizontales:
x—1
3 x 2
lim_,,, —— =+00. No hay. - Oblicuas: m=lim___ M:hmmw Al
(x-1) x (x-1)

3 ox(x*-2x+1
n=lim,_,,, ( f(x)—x)limx_)m[( al )z—leimme x((x )2“ ):
x—1 x—1
3 3 2 2
Xortoo = _Ec +12))§ _x:hmmw%ﬂ.mimom oblicua y =x+2.
X — X —4X

Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

)= 3x° (x—l)z—x3~2(x—1) _ 3x° (x—l)—Zx3 _ 3x° —3x*=2x° _ x —3x? _ xz(x—3)
f( ) (x—1)4 (x—l)3 (x—l)3 (x—l)3 (x—l)3

Igualamos f(x)=0:x*(x—3)=0= x =0 (raiz doble), x = 3. Analizamos el signo de f(x):

: lim

3)
-Parax<0:x*>0,x-3<0, (x— ) <0. f(x)= m:+.Crecien’re.—Por00<x<1:x2>O
(

()
()

O =+. Creciente. - Paral<x<3:x*>0,x-3<0,

=—. Decreciente. -Parax>3: x> >0, x—3>0, (x—l)3 >0.

,x=3<0,(x=1)' <0. f(x)=
(x 1) f() (+)(_)

>0.
(+)(+)
f(x)= )

relativo. - En x = 3: Minimo relativo. f(3) =

=+. Creciente.-En x=0: j’( ) no cambia de signo. No es un extremo
33

(3-1)

en el punto de abscisa x =1? No, la funcién no estd definida en x =1, por lo que no
puede alcanzar ningun valor en ese punto. Ademds, en x =1 hay una asintota vertical.
Esbozo de su grdfica: (Descripcion de la grdfica) - Asintota vertical x =1. Asintota
oblicua y =x+2. - Corta el eje x en (0,0). - Minimo relativo en (3,27/4). - Viene de —
(para x —» —0), sube pasando por (0,0), sube ax (parax —17). - Viene de « (para

x —17), baja hasta el minimo en (3,27/4), luego sube a « (para x — «), acercdndose a
la asintota y = x+2.

7. . , .
=—. ¢La funcion alcanza un maximo
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68.

Dada la funcién f(x)=(4 —x)(x—l)z, 0< x <4. a) Halla los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcidn y sus mdaximos y minimos. b) Calcula los intervalos de
concavidad y convexidad y los puntos de inflexion. c) Representa graficamente la
funcion.

Solucion:

a) Crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos: Dominio: [0,4].

f(x) = (4—x)(x2 —2x+1) =4x" —8x+4—-x" +2x" —x =—x" +6x" —9x +4. Primera
derivada: f(x)=-3x"+12x-9= —3(x2 —4x+3) =-3(x—1)(x-3). Igualamos f(x)=0:

x =1,x =3. Analizamos el signo de f(x) en los intervalos (0,1), (1,3), (3,4). - Para 0 < x <1
(e.9. x=0.5): /(0.5)=-3(0.5-1)(0.5-3) =-3(-0.5)(-2.5) = -3.75 < 0. Decreciente.
-Paral<x<3 (e.g. x=2): f(2)=-3(2-1)(2-3)=-3(1)(-1)=3> 0. Creciente. -
Para3<x<4 (e.g. x=3.5): f(3.5)=-3(3.5-1)(3.5-3) =-3(2.5)(0.5) =-3.75<0

. Decreciente. - En x = 1: Minimo relativo. f'(1)= (4—1)(1—1)2 =0. - En x =3: M&ximo
relativo. f(3) = (4—3)(3—1)2 = 1(2)2 =4. Valores en los extremos del intervalo:
£(0)=(4-0)(0-1) =4(1)=4. £ (4)=(4—4)(4~1)" = 0. Respuesta a): - Intervalos de
crecimiento: (1,3). - Intervalos de decrecimiento: (0,1) y (3,4). - Minimo relativo en (1,0)
.- Mdximo relativo en (3,4).

b) Concavidad y convexidad, puntos de inflexién: Segunda derivada:
f"(x)=-6x+12=-6(x-2).Igualamos f"(x)=0: x =2. Analizamos el signo de " (x)en
los intervalos (0,2), (2,4). - Para 0<x <2 (e.g., x=1): f"(1)=—-6(1-2) =6 > 0. Cdncava.
-Para2<x<4 (e.g. x=3): f"(3)=-6(3-2)=-6 <0. Convexa. - En x = 2: Punto de
inflexion. f(2)= (4—2)(2—1)2 = 2(1)2 =2. Respuesta b): - Céncava en (0,2). - Convexa
en(2,4). - Punto de inflexién en (2,2).

c) Representacién gréfica: (Descripcion de la gréfica) - Pasa por (0,4), (1,0), (2,2), (3,4),
(4,0). - Comienza en (0,4), baja hasta un minimo en (1,0), sube pasando por un punto
de inflexién en (2,2), alcanza un maximo en (3,4), y luego baja hasta (4,0).
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Extremos absolutos. Optimizacion

69. Hllos extremos absolutos de:  a) f(x)=2x*-5x+2en[0,4] b) f(x)= X_en [0.2]

x2 +1

Solucion:

a)

b)

f(x) =2x?> -5x+2en [0,4] La funcién es continua en el intervalo cerrado

[0.4]. Primera derivada: f'(x) = 4x - 5. Igualamos f'(x) =0: 4x - 5=0= x = %

. Este punto critico estd en el intervalo [ 0,4 . Evaluamos la funcién en los

puntos criticos y en los extremos del intervalo: - f(0) = 2(0)2 -5(0)+2=2.-

2
([ 2)=2[2] —5[2]42=2[B)-242-2_50,16_27_ 455
4 4 4 16 4 8 8 8 8

—1‘(4):2(4)2 ~5(4)+2=2(16)-20+2=32-20+2=14. El valor méximo es 14 y el valor
minimo es —%. Respuesta a): - Méximo absoluto en x = 4 con valor f(4) =14. - Minimo

absoluto en x =§ con volorf(gj = —2.

8
X

f(x)= en [0,2] La funcién es continua en el intervalo cerrado [0,2]. Primera
x> +1
](X2 +])—X(2X) X +l-2xt  1-x
(x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)

derivada: f'(x) =
1-x2=0=x*>=1=x=+1. Solo x =1 estd en el intervalo [0,2]. Evaluamos la funcién

- Igualamos f'(x) = 0:

en los puntos criticos y en los extremos del intervalo: - f(0) = QL] =0.-f(1)= ]2—]] = %
+ +
-f(2)= % = % El valor méximo es % y el valor minimo es 0. Respuesta b): - M&ximo
J’_

absoluto en x =1con valor f(1) = % - Minimo absoluto en x =0 con valor f(O) =0.
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70.

71.

72.

Determina el punto de la curvay = J2x mds proximo al punto (1,4).
Solucion:
Sea un punto de la curva P(x,@). Queremos minimizar la distancia al punto Q(1,4).

2
La distancia al cuadrado es D? = (x —1)2 +(\/§—4) . Minimizar D? es equivalente a minimizar

D.Sea g(x)=(x—1)2+(\/§—4)2.g(x)=x2—2x+l+2x—8\/§+16=x2+17—8\/§.

. . 1 8
Dominio: x = 0. Calculamos la derivada de g(x): g'(x)=2x -8 —— -2 =2x — —.
g( ) g( ) 242X V2X
8 8
lgualamos g'(x)=0: 2x - — =0 = 2X = — = 2x/2X = 8 = x~/2x = 4. Elevamos
( ) N 2x V2X

2
al cuadrado: (x@) =4" = x*(2x)=16=2x* =16 = x> =8 = x = 2. Para verificar que es

un minimo, podemos usar la segunda derivada o analizar el signo de g'(x).

(x)=2x-8(2x) "% g"(x =2—8[—lj ) 2-248(2x) =24 —2
()= 2x-8(20 " () 28 -5 |12 " 220820 " w20 E
Parax =2, g"(2)=2+%=2+§=2+1:3>0. Es un minimo. El punto de la curva es

P(2,J2(2)) = P(Q,\/Z) =P(2.2). Respuesta: El punto de la curva mds préximo es (2,2).
De todos los rectdngulos de 20 cm de perimetro, determina el que tenga diagonal minima.

Solucion:

Sean |y w las dimensiones del rectangulo. Perimetro: 21+ 2w =20=[+w=10=>w=10-/

. La diagonal d estd dada por d =17 + w? . Minimizar d es equivalente a minimizar d*. Sea
f(l)=12 +(lO—I)2. f(l):l2 +100—- 20! +I* =2/ — 20/ +100.

Dominio: 0 </ <10. Calculamos la derivada de f(1): (1) = 4/ - 20. Igualamos f(/) = 0:
4/-20=0= 4/=20=/=5. Calculamos la segunda derivada: f"(I)= 4. Como f"(5) =4 >0,
es un minimo. Sil =5, enfonces w =10-5= 5. El rectdngulo es un cuadrado de lado 5 cm.
Respuesta: El rectdngulo que tiene diagonal minima es un cuadrado de lado 5 cm.

Halla el punto de la curva y = 4—x? en el que su tangente determina, en el primer
cuadrante, un tridngulo de drea mdaxima con los ejes de coordenadas.

Solucion:

Sea el punto de tangencia P(x,.Y, ), donde y, = 4-x5. La derivada de la curva es y' = -2x.
La pendiente de la recta tangente en P(xo,yo) es m=-2x,. La ecuaciéon de la recta
tangente esy —y, =m(x—x,):y - (4 - x§) = —2%, (X =X, ). Para que el tridngulo esté en el
primer cuadrante, necesitamos que la recta tangente tenga pendiente negativa, y que los
puntos de corte con los ejes sean positivos. x, debe ser positivo para que la pendiente sea
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73.

74.

negativa. y, = 4 - x; debe ser positivo, asi que x; <4 = -2 < x, <2. Entonces, 0 < x, < 2.
Punto de corte con el eje y (hacemos x =0):

y—(4-x¢)==2%(0-%) =y —4+x; =2x; =y =X} + 4. Punfo de corfe con el eje x (hacemos

2
y:O):O—(4—x§)=—2x0(x—xo):>—(4—x§)=—2xox+2x§:>2xox:2x§+4—x§=x§+4.x=ﬁ.
. 2X,

, g ] 1 x2+4 Xo +4
El drea del fridngulo esA(xo)=§-(bose)-(ol’ruro):§- 02xo -(x§+4)=%.
Dominio: 0 < x, < 2. Calculamos la derivada de A(x, ):
A 1 2(x§+4)(2x0)xo—(x§+4)2(1) 1 4x§(x§+4)—(x§+4)2

(XO)_Z. X2 T4 X2

X2 +4) 4x2 —(x2+4 >+ 4)(3x5 -4
A'(xo):%.( ° )[ 02 ( ° )]:%.(Xo+ )(2 Xo ).Iguolomos A'(%,)=0: Como
Xo Xo

X2 + 4 es siempre positivo, y x; es positivo en el dominio, necesitamos 3x3 — 4 =0.

J3

4 /4 2 2
i "T3T NI T3
Seaf:[0,2] - R la funcién definida por: f(x) = {] K si0<x <1

2x—1-e, sil<x<?2

Halla los extremos absolutos.

Solucion:

Dominio:[0,2]. Continvidad en x =1: lim  f(x)=lim_ (1 - ex) =l-e'=1-e~-1.718.
IimHﬁf(x) =lim . (2x-1-e)=2(])-1-e=1-e.
f(1)=2(1)-1-e =1-e. La funcién es continua en x =1, por lo tanto, es continua en todo el

X

-, si0<x<]1

Puntos criticos: Derivadas de cada rama: f'(x) = ) . )

intervalo [0,2]. { 1. Donde F(x)<0
.Donde f'(x)=0:

- —e* =0: No tiene solucion. - 2=0: No tiene solucién. 2. Donde f'(x) no existe: En x =1.

f'(]’) =—-e'=—e~-2718. f'(l*) =2.Como f'(l’) # f'(]*), la funcidn no es derivable en x =1. Asi,
x =1es un punto critico.

Evaluamos la funcion en los puntos criticos y en los extremos del intervalo: -

f(O):1—e° =1-1=0. -f(]):]—ez—]]]& -f(2)=2(2)—1—e:4—1—e=3—ez0.282.
Comparamos los valores: 0,1-e,3-e. 1-e es el valor mds pequeno. 3-e es el valor mds
grande. Respuesta: - Maximo absoluto en x =2 con valor f(2) =3 -e. - Minimo absoluto en
x=1con valorf(l)=1-e.

Sea g(x) =X —sinx, con x e R. a) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento. b)

, ;. e . T T
Obtén los maximos y minimos absolutos en el intervalo {—E,E}.
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Solucién:
a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento: Dominio: R. Primera derivada:

g'(x) =1-cosx. Igualamos g'(x) = 0: 1-cosx = 0 = cosx = 1. Las soluciones son x = 2k para
k € Z. Analizamos el sigho de g'(x): Como cosx <1, enfonces 1-cosx > 0. Esto significa
que g'(x) >0 para todo x € R. La funcidn es siempre creciente. Respuesta a): La funcién
es creciente en todo R.

7 . 7. T T . .
b) Maximos y minimos absolutos en {—5,5} Como la funcion es siempre

. . T T
creciente en R, y por lo tanto en el intervalo {—E,ﬂ, los extremos absolutos

s . . . T
se encuentran en los limites del intervalo. - Minimo absoluto en x = _5:

s s . T T T
—_—— | = —_— = —_— = — —] :]——z]_].57=_0.57-
Q( 2} 2 S'n( 2) > (V=15

- Mdéximo absoluto en x = Z: g T2 sinl 2 |=Z2 151.57-1=0.57. Respuesta b): -
2 2) 2 2) 2

Minimo absoluto en x = —g con valor g[—gj =1 —g. - Mdximo absoluto en x =g con

valor g = 4
2) 2

Seap(t)=0,15+sin’ [%chos [%fj el precio del kilovatio/hora de la luz doméstica entre los
instantes t, =0 y f, = 1. Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que

ha sido minimo.

Solucion:

. . ch . 9 T[:T 2 TET 2 .,
Dominio: [O,ﬂ. Seau=cos ) . Enfonces sin ) =1-cos - =1-vu”. La funcidon se
convierte en p(f):0.15+(1—u2)u=O.15+u—u3.

nt

Donde u = cos(%fj. Cuandote [O,] 3 S {Og} En este intervalo, cos(%’} va de cos(O) =1la

cos (gJ =0. Asi,ue[0,1]. Seaf(u)=0.15+u—-u’ parau [ 0,1]. f(u) =1-3u?. Igualamos f'(u) = O:
1 1 V3

-3 =0=3 =1=U?=—=vU 573 (ya que u e[0,1]). Evaluamos f(u) en los puntos

criticos y en los extremos del intervalo [0,1] parau: - f(0)=0.15+0-0=0.15.

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 118



76.

3

(1) =01541-1-0.15. -1 Y3 _015. B _[F3) 515,38 33 515, Y8 8 _
3 3 3 3 27 3 ?
_ 2(1.732
0.15+@=0.15+¥ z0.15+(T) ~0.15+0.385=0.535. El mdaximo de f(u) es 0.535
en u:@. El minimo de f(u)es0.15enu=0yu=1.
Ahora, convertimos estos valores deu at: -u=cos (%T] = g: %T = orccos(gj ~0.955 rad.
f= g(:1r(:cos ﬁ ~ 2 (0.955) ~ 0.608 horas. En este instante, el precio es maximo.
T 3 3.1416

-U= cos(%fj =0: %T = g =t =1. En este instante, el precio es minimo.
-U= cos(%fj =1 %T =0=1=0. En este instante, el precio es minimo. Respuesta: - El precio es

" 2
mMAaximo en t = —arccos
T

3 . .
{g ~ 0.608 horas. - El precio es minimo ent=0yt=1horas.
Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disenar unos envases
con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm?, pero que tenga la
minima superficie. a) Determina la funcién S(x) que da la superficie del envase, donde x es
el lado de la base cuadrada. b) Calcula, razonadamente, las dimensiones del envase que
minimizan su superficie. c) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la
superficie de cada envase y su coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el
dm?2,
Solucion:
a) Funcién de superficie: Sea x el lado de la base cuadrada y h la altura del prisma.

Volumen: V =x*h=1dm ®. Enfonces h = iz La superficie total S es la suma del drea
X

de las dos bases y las cuatro caras laterales: S(x) =2x? + 4xh. Sustituimos h = i2:
X

S(x)=2x* + 4x (ij =2x% + i Dominio: x > 0. Respuesta a): §(x) =2x* + ﬁ
X

x2 X

b) Dimensiones que minimizan la superficie: Calculamos la primera derivada de S(x):

§'(x) = 4x —i2. Igualamos §'(x) =0: 4x —iQ =0=4x = iz = x* =1= x =1. Calculamos la
X X X

segunda derivada: §"(x) =4 - 4(-2)x> =4+ % Evaluamos §"(1): $"(1) =4 + ]§3 =12>0
X
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77.

. Es un minimo. Si x =1dm, entonces h= ]iz =1dm. Respuesta b): Las dimensiones que

minimizan la superficie son x =1dm (lado de la base) y h=1dm (altura). Es un cubo.
c) Superficie y coste: La superficie minima es S(1) = 2(])2 + ? =2+4=6dm?. Elcoste es
6dm? x 5 euros/dm? = 30 euros. Respuesta ¢): La superficie de cada envase es 6dm ?, y

su coste es 30 euros.

En una almazara el coste total (en euros) que supone la produccion de x

toneladas de determinada variedad de aceite de oliva viene dado por la funcién:
C(x)=2x" - 48x° +360x” — 600, 5 < x < 13. Determina, justificando la respuesta: a) La funcion
que proporciona el coste medio por tonelada (coste unitario). b) La cantidad de toneladas
gue han de producirse para alcanzar los costes unitarios minimo y mdximo. c) Los costes
unitarios mdximo y minimo que puede tener la almazara.

Solucién:
.z . o . C(x)
a) Funcion de coste medio (coste unitario): El coste medio es CM(x) =
X
4 3 2
.CM(x) = 2X_ 48X + 360 600X _ s 48x* + 360x — 600. Respuesta a):

X

CM(x)=2x> - 48x* + 360x — 600.
b) Cantidad de toneladas para costes unitarios minimo y maximo: Minimizamos y
maximizamos CM(x) en el intervalo [ 5,13 ]. Calculamos la derivada de CM(x):
CM'(x) = éx* —96x + 360. Igualamos CM'(x) = 0: 6x> —96x +360 =0 => x> —=16x +60 = 0.
(x—6)(x—10)=0. Los puntos criticos son x =6 y x =10. Ambos estdn en el intervalo [ 5,13].
Evaluamos CM(x) en los puntos criticos y en los extremos del intervalo: - CM(5) = 2(5)3 -
48(5Y +360(5) - 600 = 2(125) - 48(25)+ 1800 — 600 = 250 — 1200 + 1800 — 600 = 250
-CM(6)=2(8)’
—48(6) 360(¢) ~600=2(216) ~48(36) + 2160 - 600 = 4321728 + 2160 - 600 = 264.
- CM(10)=2(10)" - 48(10)° + 360(10) - 600 = 2000 — 4800 + 3600 — 600 = 200
-CM(13)=2(1 )

—48(13) + 360(13)—600 =2(21 97)—48(169)+ 4680 - 600 = 4394 - 8112 + 4680 — 600 = 362.

Respuesta b): - Para el coste unitario minimo, se deben producir 10 toneladas. - Para el
coste unitario mdximo, se deben producir 13 toneladas.

c) Costes unitarios maximo y minimo: De los valores calculados en b): - Minimo:
CM(10) =200 euros/tonelada. - Méximo: CM(13) = 362 euros/tonelada. Respuesta c): El
coste unitario minimo es 200 euros/tonelada y el maximo es 362 euros/tonelada.
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78. Halla dos niUmeros mayores o iguales que 0, cuya suma sed 1, y el producto de uno de ellos
por la raiz cuadrada del ofro sea mdximo.

Solucion:

Sean los dos nUmeros x e y. Condicion: x+y =1=y =1-x. Dominio: x>0,y >0=0<x <1
. Queremos maximizar el producto de uno por la raiz cuadrada del ofro. Hay dos
posibilidades: 1. B (x) = xy = xv1-x. 2. P, (x) = y/x = (1—x)\/;.
Consideremos P, (x) =xv1-x en[0,1).

1 X 2(1-x)-x  2-3x
P'(x)=W1-X +X - ———(-1)=+1-x - = = . Ilgualamos P'(x) = 0:
]( ) 2\/1—x( ) 241-x 2\1-x 241-x . ]( )

2-3x=0=>x= % Este punto critico estd en el intervalo [ 0,1]. Evaluamos B (x) en los

puntos criticos y en los extremos del intervalo: - P,(0) =0y1-0=0.- R (1) = W1-1=0. -

P 2).2 /1—2 \f :— El méximo para P (x )esi
3) 3V 3 3 383 9

Consideremos P, (x) = (1-x)vx en[0,1]. B(x) = = Wx + (1-x)- 2\]/, = _QX;}l_ X) = ]2_\/3,)(

lgualamos PQ'(x) =0:1-3x=0=>x= % Este punto critico estd en el intervalo [0,1].

Evaluamos P, (x) en los puntos criticos y en los extremos del intervalo: - P, (0) = (1- )\f 0.-

P(1):(1—1)\f 0.- P[j ( j\g 3\[3 3\/, 9 EImoxmoporoP()esQ

Q‘

9
. . . . 2 2 1
Ambas opciones dan el mismo valor méximo. Para R, (x) Six = 3 ,enfoncesy =1- 3°3
, 2 1 . 1 1 2 . 1 2
. Los numeros son — y —. Para P, (x) six=—, entoncesy =1-—==. Los nUmeros son — y —.
3 3 3 3 3 3 3

Respuesta: Los dos nUmeros son % y %

Regla de L Hopital

79. Utiliza, cuando proceda, la regla de L'Hopital para calcular los siguientes limites:

. 1 1 . V2x7 +1 .
a) Im |—-—-—— b) lim, . —~— " c lim, . x(e” -1
) x>0 X SinX ) X—>+00 9X2 N 5 ) X—>+00 ( )
Solucion:
a) lim o ! —; Es una indeterminaciéon de tipo « — . La tfransformamos en 9:
0 x sinx 0
. sinX—Xx
lim -
x>0 XSiNX
Aplicamos L'Hopital (forma g):
im cosx — 1

x=0" ISiNX + XCOSX
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Sigue siendo % Aplicamos L'Hopital de nuevo:

. —sinx . —sinx —sin0 0
lim - = lim = = =
x—0" COSX + (k:osx - xsmx) x>0t 2C0SX — xsinx  2cos0—-0sin0 2-0

Respuesta a): 0.

V2x2 +1

b) Iim,,., o5 Es una indeterminacion de tipo 2 Podemos dividir por la mayor
X"+ 00
potencia de x en el denominador, o aplicar L'Hopital. Dividiendo por x:

im V22 +1/x% i \/(2X2+])/X4 _im V2/x*+1/x* JO+0 _920

H+w(9x2+5)/x2_x»+w 9+5/x? x>to 94 5/x2 9+0 9

L'Hopital también se puede aplicar, pero es mds complejo debido a la raiz
cuadrada.
Respuesta b): 0.

c) lim x(e"x - 1) Es una indeterminacion de tipo «- 0. La transformamos en %: Seau=1/x.

X—>+0o0

Cuando x = o, u—>0".

e’ =1
lim
0 u—>0t U
Aplicamos L'Hopital (forma 6):
lim=—=e%=1

Respuesta c): 1.

. s _0y2
80. Dada la funcién f(x)=2xe ™
a) Halla el dominio de definicion.
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento, mdximos y minimos relativos.

c) Determina sus asintotas.
Solucion:

a)  Dominio de definicién: La funcién f(x) es un producto de un polinomio y una
exponencial, ambas definidas en todo R. Dominio: R. Respuesta a): El dominio de
definicion es R.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos:

Primera derivada: f'(x) —2e2" 1 2x.e (—4x) —2e2" _gx2e?’ —0e?’ (1 - 4x2)

-2x2

. Igualamos f'(x) = 0: 2 (l - 4x2) =0. Como e es siempre positivo,
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81.

1-4x° =0=4x° = 1= x* = % = X= J_r%. Puntos criticos: x = —% Y X= % Analizamos el signo

de f'(x) (determinado por 1-4x?): - Para x < —% (e.g., x=-1): 1—4(—1)2 =1-4=-3<0.

Decreciente. - Para —% <X< % (e.9.. x=0):1- 4(0)2 =1>0.

Creciente. - Para x >% (e.g.x=1):1- 4(1)2 =1-4=-3<0. Decreciente. - En x = —%
12 1
) . ol L
: Minimo relativo. f AN 2 ! e ( 2) =—le [‘J =" :—L. -Enx :l: Mdaximo
2 2 Je 2
1 N 1
relativo. f| = |=2| = |[e ‘¥ =le™"? =—. Respuesta b): - Intervalos de crecimiento:
2)~*(2 %

(—%%) - Intervalos de decrecimiento: (—oo,—%j y [%ooj - Minimo relativo en x = —% con

1 1 L. . 1 1 1
valor f| —— | = ——. - Maximo relativo en x =— con valor f| — | = —.
2) e 2 2) e
c) Asintotas: - Verticales: No hay, ya que el dominio es R. - Horizontales:
lim 2xe 2" = lim —2X_
X—>0 X—>0 eQX

Es una indeterminacion de tipo ®. Aplicamos L'Hopital:
e8]

. 2 .
lim —; =lim ~=0
X—>00 e2x (4X) X—>00 zxe2x

. 02 . 2x
lim 2xe ™" = lim

X——00 X—>—0 eQx2

Es una indeterminacion de tipo - Aplicamos L'Hopital:
0

. 2 .
lim —>— = lim ——=0
Xm o2 (4x) X0 Dy e

Asintota horizontal y = 0. Respuesta c¢): La Unica asintota es la horizontal y =0.

Considera la funcion f(x)=e™ [xQ - 3%+ gj
a) Hallalos intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos.
b)  Estudiq, si existen, los puntos de inflexion.

c) Obtén, si existen, las asintotas horizontales.

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10

123



Solucion:

)

b)

Intervalos de crecimiento y decrecimiento, y extremos relativos:

Dominio: R. Primera derivada: f(x) = -2e™* (xg —3x+ gj +e ¥ (2x-3)

f(x)=e™ (-2x" + 6x -3+ 2x-3) =™ (-2x* + 8x - 6) =2 (x” — 4x + 3). Iguclamos
f(x)=0:

—2e X (x2 —Ax + 3) =0. Como e es siempre positivo, x> —4x +3=0.(x-1)(x-3)=0.
Puntos criticos: x =1y x = 3. Analizamos el signo de f'(x) (determinado por —(x2 —4x + 3)):
-Parax<1(e.g. x=0): —(O2 -4(0)+ 3) =-3<0. Decreciente. - Paral<x <3 (e.g.,
x=2):-(2" - 4(2)+3)=—(4-8+3)=—(~1)=1>0. Creciente. - Para x > 3 (e.g., x = 4

): —(42 —4(4)+ 3) =—(16-16+3)=-3<0. Decreciente. - En x = I: Minimo relativo.

f(l)=e? 1—3+§j=e
2

( = —2+é e ! =—L2.—Enx=3: Mdaximo relativo.
2 2e

f(3)=e*|3*-3(3)+ gj =e* [29 -9+ Ej = ooF Respuesta a): - Intervalos de crecimiento:
e

2
(1.3). - Intervalos de decrecimiento: (—w»,1) y (3,%0). - Minimo relativo en x =1con valor
f(1)= —L - Mdximo relativo en x =3 con valor f(3) = %
2e’ e

Puntos de inflexién: Segunda derivada: f”(x) = -2e ™ (—2x2 +8x—6)+e " (-4x+8)

f'(x) =€ (4x* —16x+12 - 4x+8) =& (4x* - 20x + 20) = 4e (x” - 5x + 5). Igualamos

f(x)=0: 4™ (x2 — 5% + 5) =0. Como e es siempre positivo, x? —5x +5=0.

55((-5)-4()(5) 52520 55 o 545
2 2

= . Puntos de inflexion: x, =
2(1) 2

X = ~1.38y

5+\/§
Xy = 5

~ 3.62. Analizamos el signo de f"(x) (determinado por x? —5x + 5): - Para

X <X x* =5x+5>0. Céncava. - Para x, < X < x,: x> =5x + 5 < 0. Convexa. - Para x > x,:

x? —=5x+5>0. Concava. Como f"(x) cambia de signo en x,y X,, ambos son puntos de

5—2\/§yxzs+\/§.

inflexion. Respuesta b): - Puntos de inflexion en x = 5

Asintotas horizontales:

3 x2—3x+§
lime > (xQ —-3x+ Ej —lim—2

X—0 X—y00 eQx

Es una indeterminacion de tipo el Aplicamos L'Hopital dos veces:
e8]

im 2x -3 _im 2 0
X—>0 26 X—>00 4e
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82.

X—>—00

lim e”(x2 —3X+%]:oo-oo:oo
Asintota horizontal y =0 para x — «. Respuesta ¢): La Unica asintota horizontal esy =0

(para x — o).

x*+x%—x%—x

Calcula, si existe, en funcién del valor de k e Z, el valor de lim, o
2
(-

Solucioén:
Primero, factorizamos el numerador: x* + x* —x? —x = x(x3 +x2—x— 1) = x(x2 (x+1)
—(x+ ])) = x(x2 - 1)(x +1) =x(x=1)(x +)(x + 1) =x(x=T)(x + 1)2. El denominador es

(x2 - 1)2k =((x=1)(x+ 1))2k =(x- 1)2k (x+ 1)2k. El limite se coznvier’re en:
x(x=1)(x+1)

N (x - 1)2k (x+ 1)2k

Simplificamos (x —1) y (x +1):
lim
X1 (X _ ])2k—1 (X n .I)Qk—2

Ahora, analizamos el valor del limite en funcién de k e Z. Sustituimos x =1en las partes que no

son cero:
1 1

(] B ])2k4 (] + .|)2I<—2 T Q1. p2k-2
El comportamiento depende del exponente 2k —1.
Caso 1: 2k — 1< 0 Esto significa 2k < 1= k<1/2. Como ke Z, k <0. Si 2k - 1< 0, entonces (x—1)

2k-1

es equivalente a , donde —(2k -1)> 0. El término 0*' en el denominador se

convierte en un factor en el numerador. Seam=-(2k-1) > 0.
_x(x=0" 107
llr_ﬂ (X N ])Qk—Q = H2k-2 =0

Para k <0, el limite es 0.
Caso 2: 2k —1=0 Esto significa 2k =1= k =1/ 2. Pero k debe ser un entero. Asi que este caso no
es posible para k e Z.
Caso 3: 2k - 1> 0 Esto significa 2k > 1= k > 1/2. Como k e Z, k 2 1. Si 2k~ 1> 0, entonces (x — 1)
tiende a 0 en el denominador.

X 1

li =
lm (X _ ])qu (X N ])2I<—2 0.0%2

El denominador tiende a 0. El numerador es 1. Por lo tanto, el limite es o 0 —w. Para
determinar el signo, necesitamos considerar si 2k —1es par o impar. Si 2k —1es par (imposible,
ya que 2k es par, 2k —1es impar). Si 2k —1es impar (siempre es impar). Si 2k —1es impar,

entonces (x - 1)2“ tiene el mismo signo que (x -1). - lim ] S N

x—>1 (X _ .|)2k—1 . 22k—2 O— . 221(—2
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1 1
m =
X1 (X _ .I)Qk—l ) 22,(,2 O+ . 22k—2

=0, Como los limites laterales son diferentes, el limite no

existe para k > 1.
Resumen: - Sik <0, el limite es 0. - Sik > 1, el limite no existe. Respuesta: - Sik <0, el valor del
limite es 0. - Sik >1, el limite no existe.

Aplicaciones

83.

84.

Diseno de valla publicitaria. Unas expertas en publicidad y aficionadas a las matemdaticas
van a disenar una valla publicitaria de longitud 2 metros y altura definida por la curva

y = X + cosx, limitada a su vez por dos franjas verticales en x =0y x = 2r. Calcula la altura
mdaxima de la valla.

Solucion:

La altura de la valla estd dada por la funcién f(x) = x + cosx en el intervalo [ 0,2x |

. Queremos encontrar el méximo absoluto de f(x) en este intervalo. Primera derivada:

f'(x) =1-sinx. Igualamos f(x) = 0: 1-sinx =0 = sinx = 1. En el intervalo [ 0,2x ], la solucién es x = T
. Evaluamos f(x) en el punto critico y en los extremos del intervalo: - f(0) =0+ cos(0) =1. -

f[gjzg“"{g:gm:g“‘-57- -f(2n)=2n+cos(2n)=2n+1~7.28. El valor maximo es 2m +1

. Respuesta: La altura mdxima de la valla es 2n + 1 metros.

Depreciacion. El precio, en euros, de una moto en funcion de su antigledad en anos, t

, viene dado por: p(t)=110(t —10)2 +4000, donde 0<t<10. a) ¢A qué precio se comprd?
¢Cudl es su valor al cabo de 8 anos? b) ¢A qué ritmo decrece su valor alos 3 anos? ¢Y alos
5 anos? ¢Y alos 7 anos?

Solucion:

a) Precio de compra y valor a los 8 anos: - Precio de compra (t =0):
p(O):l lO(O—]O)2 +4000 =1 lO(—lO)2 +4000 =1 10(100)+4000=1 1000 + 4000 = 15000
€. - Valor al cabo de 8 anos (t =8):
p(8)=110(8-10)" +4000 =110(-2)" + 4000 = 110(4) + 4000 = 440 + 4000 = 4440 €.
Respuesta a): Se comprd por 15000 €, vy su valor al cabo de 8 anos es 4440 €.

b) Ritmo de decrecimiento: El ritmo de cambio del valor es la derivada
de p(t). p'(t)=110-2(t-10)=220(t-10). - Ritmo a los 3 afios (f=3
): p'(3)=220(3-10)=220(-7) =-1540 €/afo. - Ritmo a los 5 afios (t=5
):p'(5)=220(5-10)=220(-5) =-1100 €/afo. - Ritmo a los 7 afios (t =7):
p'(7)=220(7 -10) =220(-3) = -6640 €/afo. Respuesta b): - A los 3 afios, decrece a un
ritmo de 1540 €/ano. - A los 5 anos, decrece a un ritmo de 1100 €/ano. - A los 7 anos,
decrece a un ritmo de 660 €/ano.
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85.

86.

87.

Evolucién del peso. El peso en kilogramos de un toro se puede modelar por la funcién
f(T) =1200-1140e°*, siendo t el tiempo en anos. a) éCudnto tiempo tiene que transcurrir
para que el toro pese 800 kg? b) ¢Es cierto que el peso del toro aumenta muy rdpido al
comienzo de su vida, para luego crecer mds lentamente? Compruébalo calculando el
ritmo de crecimiento al cabo de uno, dos vy tres anos.

Solucion:

a) Tiempo para que el toro pese 800 kg: Igualamos f(t) = 800: 1200 —1140e**" = 800

400 40 20 (zoJ

400 =1140e %" 04 — == Aplicamos logaritmo natural: 0.4t =In

1140 114 57

20

. '”(57) _In(20)-In(57) _2.9957 - 40431 _ ~1.0474

-0.4 -0.4 -0.4 -0.4

que transcurrir aproximadamente 2.62 anos.

b)  Ritmo de crecimiento: El ritmo de crecimiento es la derivada de f(1).
f'(t)=-1140e* (-0.4) = 456e™°*. - Ritmo al cabo de 1 afo (t =1):
F(1) = 4566 **) = 45664 ~ 456(0.6703) ~ 305.67 kg/afio. - Rifmo al cabo de 2 afios (f=2):
F(2) = 4566 *“?) = 456 ~ 456(0.4493) ~ 204.90 kg/afio. - Ritmo al cabo de 3 afios (t =3
): f(3) = 4566 *“°) = 456212 ~ 456(0.3012) ~137.31 kg/afio. Como el ritmo de crecimiento
disminuye con el tiempo (305.67 > 204.90 >137.31), es cierto que el peso aumenta muy
rdpido al comienzo y luego mds lentamente. Respuesta b): Si, es cierto. El ritmo de
crecimiento disminuye con el tiempo, como se muestra en los cdlculos: f'(l) ~ 305.67 kg/
ano, f'(2) ~ 204.90 kg/ano, f'(3) ~137.31kg/ano.

~ 2.6185 anos. Respuesta a): Tienen

Propagacion de un rumor. La propagacion de un rumor entre los companeros de un curso
de bachillerato sigue la funcién f(x) =e®**, donde t viene dado en dias. ¢Cudl es la rapidez
a la que se propaga el rumor al tercer dia? ¢Y al décimo?

Solucion:
La funcién es f(t) =e®*?. La rapidez de propagacion es la derivada de f(t). (1) = 0.462e
.- Rapidez al tercer dia (= 3): f(3) = 0.462e”*"®) = 0.462€'** ~ 0.462(4.00) ~ 1.848 personas/

dia. - Rapidez al décimo dia (t=10): f(10) = 0.462e™**"”) = 0.462e*? ~ 0.462(101.24) ~ 46.77
personas/dia. Respuesta: La rapidez de propagacién al tercer dia es aproximadamente
1.848 personas/dia, y al décimo dia es aproximadamente 46.77 personas/dia.

Receta de cocina. Xinjie y Noelia son dos companeros universitarios aficionados a la cocina
y van a preparar su plato favorito, pavo al horno con salsa bdrbara y hojas de ciprés. La
temperatura, en grados centigrados, que mantiene el pavo t minutos después de sacarlo
del horno se puede modelar mediante la funcion: T(T) =62e "% +23. a) LA qué temperatura
salié el pavo del horno? b) (A qué ritmo disminuye la temperatura del pavo después de un
minuto de estar en la mesa? &Y fras fres minutos?

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 127



88.

Solucién:

a) Temperatura al salir del horno: La temperatura al salir del horno es cuando t =0.
T(0)= 62 "% 123 =62 + 23 = 62(1) + 23 =85 °C. Respuesta a): El pavo salié del horno
a 85 °C.

b) Ritmo de disminucién de la temperatura: El ritmo de cambio de la temperatura es la

derivada de T(t). T'(t) = 62e "% (-0.13) =-8.06e *"". - Ritmo después de un minuto (t =1
): T(1)=-8.06e " = -8.06e*'* ~ -8.06(0.8781) ~ ~7.08 °C/min. - Rifmo después de fres
minutos (t=3): T(3) = -8.06e ") = -8.06e % ~ -8.06(0.6770) ~ -5.46 °C/min. Respuesta
b): - Después de un minuto, la temperatura disminuye a un ritmo de aproximadamente
7.08 °C/min. - Después de tres minutos, la temperatura disminuye a un ritmo de
aproximadamente 5.46 °C/min.

Movimiento de una particula. Una particula se mueve a lo largo del eje x. y su posicion en

funcién del tiempo viene dada por f(t) = TQT o parat>0, donde f(t) viene dado en metros,
J’_

y 1, en segundos. a) Calla la velocidad en el instante t. éCudndo aumenta? éCudndo

disminuye? ¢En qué instante la velocidad es mdxima o minima? b) Halla la aceleracion en el

instante t. éCudndo es 0? ¢) Dibuja las funciones de posicion, velocidad y aceleracion en el

intervalo [0,41.
Solucion:

a) Velocidad en el instante t: La velocidad es la primera derivada de la posicién:

(12 +1)—t(2t 2 1_n42 )
v(H=F(t).v(H)= (74 () #1220 1o i gso
(T2 + ]) (T2 + 1) (T2 + 1)
Para saber cudndo la velocidad aumenta o disminuye,
analizamos la derivada de la velocidad (aceleracion).

-2t T2+12— 1-12)-2(12 +1)- 2t =2f(1* +1) - 4t(1-+?
ity 2 0F) 2P )22 )
(17 +1) (*+1)

CoP ot 4tv4f 2f st 2H(1P-3)

O(T)_ 9 3 T 3 9 3

(1*+1) (P+1) ()

,t=001?=3=t=4+/3. Analizamos el signo de a(t) en los intervalos (O\/g) y (\/goo) -
2(0(1-3) -4

—=—=-05<0.La velocidad disminuye. - Para
(1+1) 8

.Igualamos a(t)=0: 27‘(7‘2 — 3) =0.Comot>0

Para0<t<+3 (e.g., t=1):a(1)=
t>3 (e.g. t=2):

2(2)(4-3) 4 , : -
( ): = > 0. La velocidad aumenta. Velocidad maxima
(4+7) 125
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-
(2 +1)

2
N ‘—(\/5) -3 -2 1
V( 3): ) 5= 3 ]QZEZ—g.
(3 ]
Como la velocidad disminuye hasta t = J3 y luego aumenta, ent = J3 la velocidad es
1-1°

(f2 + 1)

o minima: La velocidad es v(f) = .Ent=0, v(O) —1.Ent=43,

minima. Respuesta a): - Velocidad: v(f) = . - La velocidad disminuye en (O\/g) y

2

aumenta en \/§,oo .- La velocidad es minima en f = \/5 con valor v \/5 = —l m/s.
8
21‘(1‘2 —3)

.L
ey

b)  Aceleracién en el instante t. cCudndo es 0? La aceleracién es a(t) =

- - 2t( -3)
aceleracion es 0 cuando t=0 0t =+/3. Respuesta b): La aceleracion es c:(f) = ﬁ
+1

EsO em‘=OyT:\/§segundos.

c) Grdficas de posicion, velocidad y aceleracion en [0,4]: (Descripcion de las graficas)

2
Posicion f (1) = #: -f(0)=0.-f(t)= (f]2_+f1) Ceroent=1.-Mdaximo ent=1.f(1) =%

5

-f(4)= % - Comportamiento: Sube de (0,0) a un méximo en (1,1/2), luego baja a

4,4/17).
( ) Y ()

15
1

0.5

0:5 1 15 2 25 3 35 4 t(s)

05

-
(2 +1)

Velocidad v ()= :-v(0)=1.-v(1)=0. - Minimo ent=+/3. v(\/§)=—1/8. -

1-16  -15
v(4)= ==
(4) (16+1)7 289

luego sube a (4,-15/289).

~-0.05. - Comportamiento: Baja de (0,1) a un minimo en (\/5,—1 / 8),
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v(m/s)

2 2.5 3 35 7 1(s)

2t( -3)
(7 +1)°
2(4)(16-3) 8(13) 104

Aceleracién a(t) = :-a(0)=0.- Cl(\/g) =0..-a(1)=-0.5. -

a(4)= (16+1)3 =75 = 7013 ~0.02. - Comportamiento: Empieza en (0,0), baja a un

minimo (entre 0 y v/3), sube pasando por(\/g,o), luego sube a (4,104 / 4913). .

a(mA2/s)

0 05 1 s 2 '2 5 3 35 4 t(s)

89. Asia de venta de automoviles. Una asesora de ventas de un concesionario de automaoviles
vende 50 coches al mes a un precio de 20 000 euros cada uno. Por cada coche que venda
de mdas, puede bajar el precio en 300 euros. ¢Cudntos coches debe vender al mes para
obtener el méximo ingreso por ventas?

Solucion:

Sea x el nUmero de coches vendidos por encima de 50. El nUmero total de coches
vendidos es 50 + x. El precio por coche es 20000 — 300x. La funcién de ingresos I(x) es:

I(x) = (50 +x)(20000 — 300x). Dominio: x = 0. Ademds, el precio no puede ser negativo,

20000 — 300x > 0 = 300x < 20000 = X < 2_20 ~66.67.

Asi, 0 < x < 66. I(X) =1000000 — 15000x + 20000x — 300x? = —300x? + 5000x + 1000000.

Calculamos la primera derivada: I'(x) = —600x + 5000. Igualamos I'(x) = 0:

= 5000 = 20 = 25 ~ 8.33. Este punto critico estd en el
600 6 3 95

dominio. Calculamos la segunda derivada: I(x) =-600. Como I”(?) =-600<0,

—600x + 5000 = 0 = 600x = 5000 = x
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0.

es un méximo. Como x debe ser un niUmero entero, evaluamos x =8y x=9.1(8) = —300(8)2
+ 5000 (8) + 1000000 = —300(64) + 40000 + 1000000 = —-19200 + 40000 + 1000000 = 1020800.
1(9) = -300(9)" + 5000(9) + 1000000 = ~300(81) + 45000 + 1000000 = ~24300 + 45000 + 1000000

21020700. El mdximo se obtiene para x =8. NUmero total de coches: 50 + 8 = 58. Respuesta:
Debe vender 58 coches al mes para obtener el mdéximo ingreso por ventas.

Dimensiones de un ladrillo. Se sabe que la soga de un ladrillo macizo mide el doble que
su tizdn y que su volumen es de 1440 cm?®. ¢éCudles son las dimensiones que minimizan la
superficie total del ladrillo si la soga, x, debe medir entre 24 y 29 cm?

Solucion:

Sean las dimensiones del ladrillo: - Soga: x - Tizdn: y - Grueso: z Condicidn:

Soga es el doble que tizdn = x=2y =y = % Volumen: V =xyz=1440 cm?

2
. Sustituimos y = g: x(gjz ~1440 = %z 1440 = 7 = 2880 s perficie total:
X

5 -

§=2(xy +xz +yz). Sustituimos y = % yz= 28§O: S(x)= Q(X(%J + X(28§Oj + (ij(%fon
X

X 2)0 x
2 2
S(x)=2| X+ 2880 14401 o1 X 43201 2, 8O0 boinio: x < [24,29]
2 X X 2 X X
8640

Calculamos la primera derivada: §'(x) = 2x - Igualamos §'(x) =0:

—.
X
2X — 86j0 =0=2x= 86:10 = 2x° = 8640 = x® = 4320. x = 34320 ~16.28 cm. Este punto critico
X X
no estd en el intervalo [24,29]. Por lo tanto, el minimo (y mé&ximo) se enconfrardn en los

extremos del infervalo. Evaluamos S(x) en x =24 y x = 29: - §(24) = 24> + % =576+ 360 =936

cm?.-§(29)=29" + 82—;10 =841+ 297.93~1138.93 cm 2. La superficie minima es 936 cm
> en x = 24. Las dimensiones para x = 24: Soga x =24 cm. Tizbn y = % = % =12 cm. Grueso

. 2880 2880 2880
x? 242 576
son soga 24 cm, tizdn 12 cm y grueso 5 cm.

=5 cm. Respuesta: Las dimensiones que minimizan la superficie total
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91. Venta online. Un fabricante vende online 1000 ordenadores portdtiles a la semana, a
razon de 450 euros cada uno. Por cada 10 euros de descuento que ofrece, el nUmero de
portdtiles vendidos se incrementa en 100 por semana.

a) Calculala funciéon de la demanda.
b) <{Cudntos portdtiles y a qué precio debe vender para maximizar los ingresos? ¢Cudles
son esos ingresos MAaximos?

Solucion:

a) Funcion de la demanda: Sea p el precio y g la cantidad demandada. Punto inicial:
(G- Py ) =(1000,450). Cambio: Por cada 10 euros de descuento (precio baja en 10), la

cantidad aumenta en 100. Si p baja en 10, g sube en 100. La pendiente de la funcion

de demanda (precio en funcion de cantidad) es i—p :io __]
q

100 10°
La ecuacion de larecta de demanda es p-p, = m(q -, ): p—450 = —%(q -1 OOO)
p = —%q +100+450 p(q) = —%q +550. Respuesta a): La funcién de la demanda es

1
=—-—q+550.
D(CJ) ] Oq
b)  Maximizar los ingresos: La funcidon de ingresos es

I(9)=qg-p(q)= q(—%q + 550} = —%qz +550g. Dominio: g = 0. Ademds, el precio no

puede ser negativo, —%q +550>0= %q <550 = g <5500. Asi, 0<g < 5500.

Calculamos la primera derivada: I'(q) = —%q +550 = —%q +550. Igualamos I'(q) = 0

—%q +550=0= éq =550 = g =550x5=2750. Este punto critico estd en el dominio.

Calculamos la segunda derivada: I"(qg) = —%. Como I"(2750) = —% <0, es un mdaximo. La

cantidad de portdtiles para maximizar los ingresos es 2750. El precio correspondiente

es p(2750) = —i(2750) +550 =-275+ 550 = 275 euros. Los ingresos maximos son
10

I(2750) =2750x275=756250 euros. Respuesta b): Debe vender 2750 portdatiles a un
precio de 275 euros cada uno. Los ingresos mdaximos son 756250 euros.

92. Cdlculo de dimensiones. Un alambre enrollado de 100 m de longitud se divide en dos

partes. Con una de ellas se construye una circunferencia, y con la otra, un cuadrado.
¢CoOmo debe cortarse el alambre para que la suma de las dreas sea minima?
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93.

Solucion:
Sea x la longitud de alambre utilizada para la circunferencia, y 100 — x para el cuadrado.

Dominio: 0 < x <100.

2 2
. . ; X 7 X X X
Circunferencia: Perimetro 2mr =x =>r=-— Area A. =’ =n| — | = T = —.
T 2n 4n°  4n

. _xY (100-x)’
Cuadrado: Perimetro 4L =100-x = L = 10(2 X Area A, =1 =£]OO4 X] = ( ” ) :
. x> (100-x)’ . .
Suma de areas: A(x) = + g Calculamos la primera derivada:
I
2(100 —x) (-1 - - _
A'(x):%+wzi—loo—x. Igualamos A'(x) =0: X _100=x_4_, x _100=x
4r 16 2n 8 2n 8 2n 8
200r  100%
8x = 2m(100 — x) = 8x = 2001 — 27X 8X + 27X = 2007 = X (8 + 27) = 2007 X = = . Este
8+2n 4+mn
valor estd en el dominio [0,100] (yaque n=3.14, x = 100-3.14 = 314 ~ 43.98). Calculamos la
] L1 4+3.14 7.14
segunda derivada: A”(x) =5 _§ =5 + 3 Como A"(x) es siempre positiva, el punto critico
Y T
1007

corresponde a un minimo. La longitud para la circunferencia es x =

1007 :400+IOOn—lOOn: 400
441 4+7 4+7

m. La longitud
4+7

para el cuadrado es 100 - x =100 - m. Respuesta: El alambre

debe cortarse en dos partes de longitud ]40& m para la circunferencia y jﬂ m para el
+7 +7

cuadrado.

Costes y beneficios. Determina el nUmero de unidades x que se deben fabricar para
maximizar el beneficio obtenido con la venta de un producto, sabiendo que los costes
vienen dados por C(x) =0,0004x° —0,02x + 2x - 65, y los ingresos por I(x) =-0,02x* + 2,3x, con
x medido en miles de euros en ambos casos.

Solucion:
La funcion de beneficio B(x) es1(x) - C(x). B(x) = (-0.02x” + 2.3x) - (0.0004x° - 0.02x” + 2x - 65)
B(x)=-0.0004x" —0.02x* + 0.02x + 2.3x — 2x + 65 B(x) = ~0.0004x> + 0.3x + 65. Dominio:

x 2 0. Calculamos la primera derivada: B'(x) =-0.0012x* + 0.3. Igualamos B'(x) = 0:

-0.0012¢" +03 -0 0.0012:¢ =03 = X 86312 :% — 250. x = /250 = /2510 = 5J10 ~ 15.81.

Calculamos la segunda derivada: B"(x) =-0.0024x. Evaluamos B"(5\/E):

B"(S\/ﬁ) = —0.0024(5\/5) —_0.0124/10 < 0. Es un mdximo. El nimero de unidades x

debe ser 510 (en miles de unidades). Respuesta: Se deben fabricar 510 unidades
(aproximadamente 15.81unidades) para maximizar el beneficio.
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94.

95.

Efectividad de la publicidad en Internet. La efectividad de un anuncio publicitario en
Internet depende del nUmero de veces que una persona lo vea. Una empresa publicitaria
ha encontrado un modelo que le permite analizar la efectividad, y viene dado por

E(x) =0,9x-0,15x?, donde x es el nUmero de veces que alguien ve el anuncio. ¢Cudntas
veces debe ver el anuncio una persona para que tenga mdéxima efectividad?

Solucion:

La funcidén de efectividad es E(x) =0.9x —0.15x%. Dominio: x > 0. Calculamos la primera

derivada: E'(x) = 0.9 -0.3x. Igualamos E'(x) =0:0.9-0.3x =0=0.3x = 0.9 = x = % =3.
Calculamos la segunda derivada: E”(x) = -0.3. Como E”(3) =-0.3 <0, es un mdximo.

Respuesta: Una persona debe ver el anuncio 3 veces para que tenga mdxima efectividad.

Seleccion de rutas. Gabriel esta bandndose en el mary, de repente, estalla una tormenta.
Para recoger su ropa, que estd en la orilla de la playa, duda entre ir nadando directamente
hacia ella o salir del agua en otro punto y llegar corriendo alli por la orilla. Su velocidad por
tierra es de 6 m/s, y nadando, de 2 m/s. Si se encuentra situado, en linea recta, a 500 m de
laropay a 300 m de la orilla, écudl es el mejor camino que puede seguir?

Gabriel

300 m

>Ropa

Solucion:

Sea x la distancia que Gabriel corre por la orilla. La distancia desde el punto donde estd
Gabriel en el mar hasta la orilla es 300 m. La distancia desde el punto en la orilla mdas
cercano a Gabiriel hasta la ropa es 400 m (500 m es la distancia en linea recta a la ropa,
formando un fridngulo recténgulo con la orilla). La distancia que nada es la hipotenusa de
un fridngulo rectangulo

con catetos 300 m y (400 - x) m. Distancia nadando: d,, = \/3002 +(400 - x)2. Distancia

@ Solucionario 1 BACH Matemdticas CT Unidad 10 134



corriendo: d. =x. Velocidad nadando: v, =2 m/s. Velocidad corriendo: v, =é m/s.

2 2
:$+$=\/300 + (400 -x)
v % 2

n (o}

Tiempo total: T(x) + % Dominio: 0 < x < 400. Calculamos
_1 1

2 2,300 + (400 - x)
—(400—X) 1 400 - x 1

= +—. Igualamos T'(x) = 0: =—
2,/3007 + (400 - x)’ 2,/3007 + (400-x)" 6

la primera derivada de T(x): T'(x) -2(400-x)(-1)+

T(x)

6(400 - x) = 2,300 + (400 x)° 3(400 - x) = /3007 + (400 x)" . Elevamos al cuadrado ambos

2
ladlos: 9(400 - x)? = 3007 + (400 - x)” 8(400 - x)? = 3007 (400 - x)* = 20— % =11250.

400 — x = +4/11250 = +4/225.50 = +151/50 = +15- 512 = +75+/2. x = 400 5 75V/2.
X, = 400 — 75v/2 ~ 400 — 75(1.414)=400-106.05 = 293.95 m. (Este estd en el dominio).
X, = 400 + 7542 ~ 400 + 106.05 = 506.05 m. (Este estd fuera del dominio [0,400]).

El punto critico es x ~ 293.95 m. Evaluamos T(x) en los puntos criticos y en los extremos

delintervalo: - T(0) (nada directamente a la ropa): d, =500, d. =0.T(0) = 5%0 + % =250s.

- T(400) (nada hasta el punto mdas cercano en la orilla, luego corre 400 m):

d, =300, d, = 400. T(400)= %+%O 150 +66.67 = 216.67 5. - T(293.95):

400-x=75v2.d, = \/3002 +(75ﬁ)2 = /90000 + 11250 = /101250 ~ 318.2 m.

318.2 N 293.95

T(293.95) = =159.1+ 48.99 = 208.09 s. El tiempo minimo es aproximadamente

208.09 s. Respuesta: El mejor camino es nadar hasta un punto en la orilla a
aproximadamente 293.95 m de la ropa (medido a lo largo de la orilla), y luego correr el
resto.
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96. Estudio de arquitectura Se desea construir un armario rectangular en el hueco de una
escalera de un chalet.

a) Expresa el drea del rectdngulo en funcion de la longitud x.
b) Halla las dimensiones del rectdngulo que tenga una superficie mdaxima.

[ ]

5m

1m1x y1 |

——

3m

Solucién: El hueco de la escalera tiene forma de L, con dimensiones exteriores de 3 m de ancho
y 5 m de alto. El vértice interior de la L estd a 1 m del lado izquierdo y a 1 m del lado inferior. Si
colocamos el origen de coordenadas en la esquina inferior izquierda del hueco, los vértices del
hueco son (0,0), (3,0), (3.1), (1.1). (1.5). (0.5).

Para que un armario rectangular de dimensiones x (ancho) e y (alto) tenga la mayor drea posible
y encaje en el hueco, su esquina superior derecha (x,y) debe estar en la linea que conecta los
puntos (1,5) y (3,1). Esta linea representa la “diagonal interior” del hueco en forma de L.
a) Laecuacion de larecta que pasa por (1,5)y (3.1) es:
5-1
-1==—+(x-3
y-1=13(x=3)
4
—-1=—(x-3
y-1=—(x-3)
y —1=-2(x-3)
y=-2X+6+1

y=-2x+7
El drea del rectdngulo en funcién de la longitud x es A(x) =X-y. Sustifuyendo y:
A(X)=x(=2x+7)=-2x" +7x

El dominio para x es el intervalo [1,3], ya que la esquina superior derecha del
rectdngulo debe estarenlalineaentre x=1y x = 3.

b) Para hallar las dimensiones que maximizan la superficie, derivamos A(x) e igualamos a
cero:
A'(x)=—4x+7

—4x+7:0:>4x:7:>x:%m
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Para verificar que es un mdximo, calculamos la segunda derivada:
A"(x)=—4

Como A”(x) <0, el punto critico corresponde a un mdximo. Las dimensiones del

rectdngulo son: Ancho: x = % =175m Alto:y = —2(9+ 7= —%+ 7= % =3,5m El drea

L . 7Y 7 7 49 2 . )
maxima seria A 2723538 °" 6,125m*. Comparamos con los extremos del intervalo:
A(l) = —2(1)2 +7(1)=5m* A(3) = —2(3)2 +7(3)=-18+21=3m?’ El méximo absoluto se

encuenfraen x =

ENG RN

Cdlculo de dimensiones Queremos fabricar un vaciabolsillos con una pieza cuadrada de
polipiel de 18 cm de lado, corfando cuadrados iguales a partir de las esquinas y luego
dobldandolos. Calcula el lado del cuadrado que se debe cortar para que el volumen del

vaciabolsillos sea mdaximo.
X 18-2x x 2

<>

Sea L =18 cm el lado de la pieza cuadrada de polipiel. Sea x el lado de los cuadrados
que se cortan de las esquinas. Al cortar los cuadrados y doblar los lados, la base del
vaciabolsillos serd un cuadrado de lado L -2x =18 -2x. La altura del vaciabolsillos serd x. El
volumen V(x) del vaciabolsillos es:

Solucion:

V(x)=(18—2x)2 - X
El dominio de x esx >0y 18-2x>0=2x <18 = x < 9. Por o tanto, x € (0,9). Desarrollamos

la expresion del volumen:
V(x) = (324 - 72x+ 4x* ) x = 4x°* =727 + 324x

Para encontrar el méximo volumen, calculamos la primera derivada de V/(x) y la
igualamos a cero:
V'(x) =12x* —144x + 324

12x* ~144x + 324 =0

Dividimos por 12:
x> =12x+27=0

Resolvemos la ecuacién cuadrdtica:

~(-12)+(-12)' - 4()(27) 12 i44_108 122436 1246
2

X= 2()) - 2 2
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]22+ é_ 9x, = % =3 La solucion x, =92 estd en el limite

del dominio, donde el volumen seria 0. La solucion x, = 3 estd dentfro del dominio (0,9).

Obtenemos dos soluciones: x, =

Para confirmar que x =3 es un maximo, usamos la segunda derivada:
V"(x)=24x—144

V"(3)=24(3)-144=72-144 =72

Como V"(S) <0, x =3 corresponde a un mdximo. El lado del cuadrado que se debe
cortares 3 cm.

Construccién de una parcela Un agricultor dispone de 120 metros de valla para

delimitar una parcela con forma de pentdgono. Los vértices del pentdgono se nombran
consecutivamente como A, B, C, Dy E. Se sabe que los vértices A, B, D y E forman un
rectdngulo, y que el punto C se encuentra en el exterior de este rectdngulo, formando un
tridngulo equildtero con los puntos By D. éA qué distancia del vértice A el agricultor debe
ubicar los vértices B y E si quiere que la parcela tenga la mayor drea posible?

Solucién: Sea el rectdngulo ABDE con vértices A, B, D, E. Sean w la longitud de los lados

AB vy DE, y h la longitud de los lados AE y BD. Los vértices del pentdgono son A, B, C, D,

E. Los lados son AB, BC, CD, DE, EA. El punto C forma un tridngulo equildtero con B y D.

La longitud del lado BD es h. Por lo tanto, BC = CD = h. El perimetro del pentadgono es
P=AB+BC+CD+DE+EA=w+h+h+w+h=2w+3h. Dado que el agricultor dispone de 120
metros de valla, P =120:

2w +3h =120

Despejamos w:

W:60—§h
2

El drea del pentdgono es la suma del drea del rectdngulo ABDE vy el drea del tridingulo
equilatero BCD. Area del rectangulo: A, = w-h. Area del fridngulo equildtero con lado

J3

h: A, = ThQ. El drea total A es:

rec

3

4

A(h)=wh+X2p?

Sustituimos w:

A(h)= (60—%h)h+ﬁh2 _son-3pe . V3

4 2 4
A(h)=60h+ ﬁ—é h2:<’>Oh+@h2
4 2 4
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El dominio para h es h>0. Ademds, w >0 = 60—gh >0=> gh <60 = h<40. Asi, he(0,40). Para

maximizar el drea, calculamos la primera derivada de A(h) y la igualamos a cero:

A'(h)=60+2 V361, 40, Y38,
4 2
60+ Y364 o
2
ﬂhzéo
2
120
h= %2
6-3

Racionalizamos el denominador:

120(6+3) _120(6+\/§)_120(6+\/§)_40(6+\/§)

h = —_— — m
(6—x/§)(6+\/§) 36-3 33 11
Para verificar que es un mdéximo, calculamos la segunda derivada:
pr() Y36
2

Dado que J3~1732,3-6es negativo, por lo que A”(h) < 0. Esto confirma que h es un
maximo. Calculamos w:

w:éO-%h:éo—é- 0(6+3) =6O——6O(6+\/§)

2 11 11

660 (360 + 6043 _
v= | 17 ):3001?0\/§m

La distancia del vértice A al vértice B es w, y la distancia del vértice A al vértice E es h. Por
lo tanto, el agricultor debe ubicar los vértices B y E a las siguientes distancias del vértice A:

300 - 603 40(6-+3)

Distancia AB (w): — 7 m ~ 17,83 m Distancia AE (h): m~28,12m

Contaminaciéon bacteriana La cantidad de toneladas de agua infectada por una bacteria
se espera que siga la funcion f(x) =e *+0,15x +1, siendo x >0 los dias de infeccién y f(x) las
toneladas de agua infectada.

a) <¢Cudntas toneladas de agua habia inicialmente infectadas por bacterias? ¢Hacia qué
valor tiende la cantidad de agua infectada? Interpreta los resultados.

b) ¢En qué momento hay la menor cantidad de agua infectada? ¢Cudntas foneladas
hay en ese momento?

c) ¢éHay algun momento en el cual el agua no estd infectada? Justifica la respuesta.
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Solucién:
a) Cantidad inicial de agua infectada: El valor inicial se obtiene evaluando f(x) enx=0:

f(0)=e®+0,15(0)+1=1+0+1=2
Inicialmente, habia 2 toneladas de agua infectada.
Valor en un horizonte infinito: Calculamos el limite de f(x) cuando X — o

limf(x) =lim(e™ +0,15x+1)

X—>0 X—0

Sabemos quelim,_, e ™ =0ylim,  0,15x = o.

limf(x)=0+o00+1=00

X—0

Interpretacion: La cantidad de agua infectada tiende a aumentar indefinidamente a
largo plazo.

b) Para encontrar el momento de menor cantidad de agua infectada, calculamos la
primera derivada de f(x) y la igualamos a cero:

f'(x) =—e*+0,15

- +0,15=0
e =0,15
Aplicamos el logaritmo natural a ambos lados:
—x=|n(0,15)
x=-In(0,15)=In LI 100 =In 2
0,15 15 3
x ~ 1,897 dias

Para verificar que es un minimo, calculamos la segunda derivada:
f'(x)=e™

il In 20))_ o n(20/3) _ Jin(320) _ 3 _ 015
3 20

Como f"(ln(%)j >0, este punto corresponde a un minimo. La menor cantidad de

agua infectada ocurre aproximadamente a los 1,897 dias. La canfidad de toneladas

en ese momento es:
flin[ 2] = e 0150 24
3 3

fln @ =i+0,l5ln @ +1=0,15+0,15n @ +1
3 20 3 3

f(ln(%n =1,15+0,1 5In(%) ~1,15+0,1 5(1,897) ~ 1,43455toneladas
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c) Para que el agua no esté infectada, f(x) deberia ser 0.
e +0,15x+1=0

Sabemos que e™ > 0 para cualquier x. Para x>0, 0,15x >0 . Por lo tanto, e™ +0,15x + 1 siempre
serd mayor que 1 para x > 0.

f(x)=e™+0,15x +1>1-para todo x > 0

Esto significa que f(x) nunca serd 0. Por lo tanto, el agua nunca estard completamente
desinfectada.

Velocidad de un trayecto Una campesina contfrata a una empresa de conductores para
que lleven los fractores hasta los pueblos donde deben trabajar. Supongamos que 1os
conductores realizan todo el frayecto a una velocidad constante.

a) Sabemos que el pueblo al que se debe llevar un tractor se encuentra a 300 km de
distancia, que el precio del gasoéleo es de 1,96 € por litro y que el conductor cobra
14,70 € por hora. Ademas, el consumo de gaséleo (en litros por hora), en funcion de
la velocidad x (en kilbmetros por hora), es dado por la funcion Comprueba que la

2
funcion <3(x)=5+;(—8 que da el coste total del vigje en funciéon que de la velocidad del

tractor puede expresarse eono C(x):soo[$+o,ozxj,

b) Calcula cual es la velocidad que hace que el coste total del viaje sea minimo. Cual es

ese coste
Solucion:
a) Eltiempo (en horas) que tarda en recorrer 300 km a una velocidad de x km/h, viene

dada por:

-9 _300
- \' - X
El coste del conductor (en €) es:
14.70.300 _ 4410
X X

El coste del gasdleo (en €) es:

2
196 5425 .@:294O+6x
98

X X

Por tanto, el coste total del vigje es:

4410 2940
+ =+
X

Cix = 4410 _ 7350
X

bx=——+6x, x>0
X

que efectivamente coincide con:
C(x):300~[$+0,02x) , x>0
7350
X2

, 7350
Clx)=0=- v +6=0=x*=1225=x=35 (g| negativo no sirve)

b) Cx)=-"2216
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Si0<x<35C(X) <0=C (x) esdecreciente

Six >35,C (x) >0 = C x es creciente

Luego, para x=35 hay un minimo relativo que, ademds es absoluto puesto que C(x)
estd definida en un intervalo abierto.

C(35)=420

El coste del viaje minimo es de 420 € y se logra a una velocidad constante de 35 km/h.

Rendimiento de un motor El rendimiento, en tanto por ciento, de cierto motor de

combustion en funcién del tiempo de uso x (medido en anos) viene dado por la siguiente

expresion: f(x) = o

a)

b)
c)

50x

X2

+ 50.

Calcula cudndo el motor alcanza su rendimiento mdaximo y cudl es ese rendimiento
mMaximo.

¢En algun momento el rendimiento del motor es inferior al 50%?

Se considera que el motor debe reemplazarse si el rendimiento es inferior al 65% a partir
del primer ano. ¢En qué momento debe reemplazarse?

Solucion:

a)

b)

Para encontrar el rendimiento maximo, calculamos la primera derivada de f(x) y la
igualamos a cero. Usamos la regla del cociente:

()= 50(1+x*) = 50x(2x) _ 50+ 50> ~100x* _ 50— 50%

(1+x2)2 (1+x2)2 (]+x2)2

Igualamos f'(x) a cero:

2
20730 _ 6, 50-50x? =0= 50x* =50 = x° =1
(1+x2)

Dado que x representa el tiempo en anos, x =0, por lo que x =1ano. Para verificar que
es un maximo, podemos usar el criterio de la primera derivada: Si x <1 (por ejemplo,
x=0,5),

50—50(0,25) 37,5

(1+0,25)° 15625
~50-50(4) -150
(1+4)° 25

f'(O,S) = >0, lo que indica que la funcién es creciente. Six > 1 (por

ejemplo, x =2), f'(2) <0, lo que indica que la funcidn es decreciente.

Por lo tanto, x =1ano corresponde a un mdaximo. El rendimiento mdaximo es:

f(1)= ?2(]]2)+50=%+50=75%

El motor alcanza su rendimiento mdximo del 75% al cabo de 1 ano.
El rendimiento nunca es inferior al 50%. El valor minimo es 50% (en el inicio).

f(x)<50—> 50)(2 +50<5O—>ix2=0
T+ x 1+ x

% solucionario 1 BACH Matematicas CT Unidad 10 142



102.

Pero para x=0, 50x=0 y 1+x*>0, entonces ]SOX
J’_

>20. Laigualdad a cero ocurre solo en x=0.
X

Por tanto, f(x)=250 para todo x=0, y solo en x=0 vale exactamente 50%.

c) La condicion parareemplazar el motor es que el rendimiento sea inferior al 65% a partir
del primer ano (x > 1).
ixz+50=65—>50x=15(1+x2)—>3x2 10x+3=0->x=10x=3.
T+ x 3
Comox>1x=3

Obsolescencia tecnoldgica La obsolescencia tecnoldgica implica una disminucion del
valor de un producto con el tiempo. En cierto dispositivo, el volorV(f) > 0 viene dado por

V(f) =200 —](])O—O; €, siendo t los anos franscurridos desde la compra del dispositivo.
+

a) Calcula el valor inicial del producto y su valor en un horizonte infinito de tiempo.

b) Calcula V'(T) y justifica que V(f) es decreciente. Utiliza esta conclusion y los resultados
obtenidos en el apartado anterior para argumentar que no serd posible que el valor
de V(t) seaigual a 125 €.

c) <Cudnto tiempo tiene que pasar para que el dispositivo tenga un valor de 175 €?

Solucion:
a) Valor inicial del producto (t = 0):
100(0) 0
) _200-— =200 €
10+2(0) 10
Valor en un horizonte infinito de tiempo (im,_, V(1))

100t
10 + 2t

V(0) =200 -

limV (f) = Ifim(QOO—

t—o0

Calculamos el limite de la fraccion:

100t . 100 100
too 1O+ 2t = 10/1+2 0+2
Por lo tanto, el valor en un horizonte infinito es:
IimV(T) =200-50=150 ~ €

t—o0

50

usando la regla del cociente.

b) Para calculorV'(f), primero derivamos la fraccién ]éOOf

+2t
Seau(t)= ]éoJrO;:
U,(f):100(1O+21)—1OOT(2):lOOO+200f—QOOf: 1000
(10+2t)’ (10+2t)’ (10+2t)’
. d (1)
Ahora, V'(t) = a(zoo—u(r)) =-u'(t):
1000
V() =-——
) (10+2t)’
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Parat>0, el denominador (10 + 21)2 siempre es positivo. Por lo tanto, V'(t) siempre es
negativo:
V'(t)<0-para todo t >0

Esto justifica que V(f) es una funcion estrictamente decreciente.

Argumento para V() #125 €: Dado que V(1) es una funcién estrictamente decreciente,
su valor mdximo se alcanza ent=0, que es V(0) =200 €. A medida que t aumenta, V(1)
disminuye y se acerca asintéticamente a 150 €. Como V(f) siempre es mayor que su
limite inferior (150 €) para cualquier t finito, V(1) nunca podrd ser igual a 125 €.

Para encontrar el tiempo en que el dispositivo fiene un valor de 175 €, igualamos V(T) a

175:
100t
200 - =175
10+ 2t
100t
T 10+2t
Multiplicamos ambos lados por (1 0+ 2T):

25(10+2t) =100t
250+ 50t =100t

250 =100t - 50t
250 = 50t
f= @ =5anos

El dispositivo tendrd un valor de 175 € después de 5 anos.

103. Difusion de una noticia El nUmero de personas que han visto una noticia, t horas después de
ser publicada en un periédico digital, viene dado por la funcién N(t) = SOOOOO(l—e’O'Q’), t>0.

a) Estudia la monotonia y curvatura de la funcion.

b) Represéntala graficamente y describe su tendencia a lo largo del tiempo.

c) ¢éCudnto tiempo transcurrird para que la noticia haya sido vista por 450 000 personas?

d) Lavelocidad de difusion de dicha noticia (nUmero de personas por hora que la han
visto) es N'(t). ¢Qué se deduce al comparar N'(t) en los instantes t =1y t =10?

Solucion:

a) Monotonia (primera derivada):

N'(t)= %[500000(1 ~e %) | = 500000-(0-(-0,2)e**)

N'(f) = 500000 0,2e*" =100000e**

Dado que e** siempre es positivo para cualquier t, N'(t) > 0 para todo t > 0. Por lo
tanto, la funcién N(f) es estrictamente creciente.

Curvatura (segunda derivada):
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b)

d)

N"(t) = %[1 00000 **' | =100000- (-0,2)e"**
N"(t) = -20000e °?

Dado que e** siempre es positivo, N”(t) <0 para todo t > 0. Por lo tanto, la funcién N(t)
es concava (abierta hacia abagjo).

Representacion gréfica y tendencia: Puntos clave para la gréfica:

- Valorinicial (t=0):N(0) = 5000OO(l—e°) = 500000(1-1) = 0. La difusidon comienza con
0 personas.

- Limite alargo plazo (im,_,,N(1)): IimeSOOOOO(Le’O'Q’) = 500000(1-0) = 500000. La
funcién tiene una asintota horizontal en N = 500000.

La grdfica de N(f) comienza en 0, aumenta rapidamente al principio y luego la tasa

de crecimiento disminuye a medida que se acerca a la asintota de 500 000 personas.

La curva es concava, lo que significa que la velocidad de difusion se ralentiza con

el tiempo. Tendencia: El nUmero de personas que ven la noticia aumenta con el

tiempo, pero la velocidad a la que se difunde disminuye gradualmente. La noticia

eventualmente serd vista por un maximo de 500 000 personas.

Para que la noticia haya sido vista por 450 000 personas, igualamos N(T) a 450000:
500000(1-e**') = 450000

1_ @02 _ 450000 _ 0.9
500000
e =1-0,9=0,

Aplicamos el logaritmo natural a ambos lados:
-0,2t = In(O,])

‘ In(0.7) _ -In(10) _ In(10)
-0,2 -0,2 0,2
t~5x2,302585~11,51Thoras

=5In(10)

Transcurrirdn aproximadamente 11,51 horas para que la noticia haya sido vista por 450
000 personas.

La velocidad de difusion es N'(t) =100000e **. Comparamos N'(t) ent =1y t=10:
N'(1) =100000e °*" = 1000002 ~100000x 0,8187 ~ 81870personas / hora

N'(10) =100000e **"* =100000e 2 ~ 100000 x 0,1353 ~ 13530personas / hora

Deduccion: La velocidad de difusiéon de la noticia es significativamente mayor en el
instante t =1hora (aproximadamente 81 870 personas/hora) que en el instante t =10
horas (aproximadamente 13 530 personas/horal). Esto confirma que la funcion es
concava y que la tasa de difusion disminuye a medida que pasa el tiempo.
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104. Consumo de alcohol Tras ingerir cierta cantidad de alcohol en ayunas, el nivel de etanol en
sangre (medido en mg/dl) de una persona se ajusta aproximadamente, durante las 5 horas
siguientes a la ingesta, a la funcién:

f(x) = %(—60% +1 60x) si0<x<?2

x? —14x + 48 si2<x<5

donde x representa el tiempo (en horas) franscurrido desde la ingesta.

a) EntrelasOvy las 5 horas, éel nivel de etanol en sangre se comporta de forma continua?
¢En algun momento el nivel de etanol es nulo? ¢El nivel de etanol aumenta siempre en
ese intervalo? ¢En qué momentos se alcanzan los niveles maximo y minimo de etanol?

b) Siel conductor es novel y el limite permitido para él de etanol en sangre es de 30
mg/dl, épodria conducir 1 hora después de la ingesta? éY alas 5 horas? Razona las
respuestas.

Solucion:

a) Continvidad: Ambas partes de la funcién son polinomios, por lo que son continuas en
sus respectivos intervalos abiertos. Necesitamos verificar la contfinuidad en el punto de
unién x = 2. Calculamos el limite por la izquierda y el valor de la funcidn en x = 2:

im f(x) =F(2) = <2 (-60(2°) +160(2)) = - (~240+320) = - (80) = 22 ~ 26¢,67mg / o

X—2"

Calculamos el limite por la derecha en x = 2:
lim f(x)=22 —14(2)+48=4—28+48=24mg/d|

x—2"

Dado quelim __f(x)=lim __.f(x), la funcién no es continua en x = 2. Por lo tanto, el nivel
de etanol en sangre no se comporta de forma continua entre 0y 5 horas.

Nivel de etanol nulo: Para 0 < x <2:f(x) = %(-60% +160x) = %x(—éOx +160).f(x)=0
six=Oo—60x+160=0:>60x=160:>x=%=%.x:Oes’ré en elintervalo [0,2].

x=8/3~267noestden[0,2]. Para2<x<5:f(x)=x*—14x+48.f(x)=0=x* —14x+ 48 =0
. Factorizando, (x—6)(x—8) =0. Las soluciones son x =6 y x = 8, ninguna de las cuales
estd en el intervalo (2,5]. Por lo tanto, el nivel de etanol en sangre es nulo solo en el
instante inicial x = 0 horas.

Monotonia (aumento o disminucién): Calculamos la primera derivada

para cada framo: Para 0 < x < 2: f(x) = %(—1 20x +160). Igualamos a cero:
~120x+160 0= 120x =160= x = 152 = 2 horas. Six <4/3,f(x) > 0 (creciente).

Six>4/3,f(x)<0 (decreciente). Para 2 < x < 5: f(x) = 2x - 14. Igualamos a cero:

2x-14=0= x =7. Este valor no estd en el intervalo (2,5]. Para x e (2,5], por ejemplo
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x=3,f(3)=2(3)-14=-8<0. Por lo tanto, en este framo la funcién es decreciente.
Conclusion: El nivel de etanol no aumenta siempre en el intervalo [0,5]. Aumenta en
[0.4/3)y disminuye en(4/3,2]y en(2.5]

Niveles maximo y minimo de etanol: Consideramos los puntos criticos (x =4/ 3), los
extremos del intervalo (x =0,x =5) y el punto de discontinuidad (x = 2).

- £(0)=0mg/d.

- _10(_ 2 _10._ _10(_320 640} _10(320
f(4/3)—?( 60(4/3)" +160(4/3)) - 2 (-60(16/9)+640/3) - 3( = J_ 3( : ]
_ 3200

~ 355,56mg/dl. (Mdaximo local en el primer tramo).

- En x =2:f(2)=800/3~ 266,67 (valor por la izquierda). f(2) = 24 (valor por la
derecha, que es el valor de la funcion).

- f(5)=5"-14(5)+48=25-70+48 =3 mg/dl.

El nivel méximo de etanol en sangre esf(4/3) = &;)Omg/dl (aproximadamente

355,56 mg/dl) que se alcanza a las 4/ 3 horas. El nivel minimo de etanol en sangre es

f(O) =0mg/ dl que se alcanza en el momento inicial x =0 horas.

Capacidad para conducir: El limite permitido es de 30 mg/dl.

- 1 hora después de la ingesta (x =1):

F(1)= %(—60(1)2 +160(1)) = %(—60 +160) = %(1 00) = ]O:?O ~333,33mg/d|

Dado que 333,33mg/ dl > 30 mg/dl, el conductor NO podria conducir 1 hora
después de la ingesta.
- 5 horas después de la ingesta (x = 5):
f(5):52 —14(5)+48=25-70+48 =3mg/dl

Dado que 3mg/ dl <30 mg/dl, el conductor Si podria conducir 5 horas después
de la ingesta.
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Un mundo matematico

Actividades

1.
2.

Halla la tasa de variaciéon media entre los ejercicios 2013 y 2015, y entre 2017 y 2020.
Considera el ano 2011 como x =1, el ano 2012 como x =2, y asi sucesivamente, y utiliza Excel,
GeoGebra o cualquier otro software o calculadora grdfica para ajustar una funcién f(x)
polindmica de grado tres que proporcione la cifra de negocio en funcion de x.

Calcula las derivadas primera y segunda de f(x).

Determina con el modelo ajustado y f'(x) en qué intervalos aumentaron los resultados y en
cudles disminuyeron. éCoinciden con los datos del diagrama de barras?

Encuentra el ejercicio en el que los resultados tuvieron una mayor tasa de crecimiento
mediante f'(x).

Investiga la situacion econdmica en nuestro pais desde 2015 a 2020. éExiste alguna relacion
con los datos de El Corte Inglés?

Los datos de los Ultimos anos, éhan provocado cambios en los puestos directivos de El Corte
Inglés? éSu plan estratégico se ha visto afectado?

Investiga en la web de El Corte Inglés la responsabilidad social corporativa en aspectos
como la produccién y el consumo responsables, la digitalizacién verde, acciones por el
clima, la igualdad, la diversidad y el compromiso social.

¢Como redliza El Corte Inglés el reciclaje de residuos electrénicos?

Solucion de las actividades

1.

Para calcular la tasa de variacion media (TYM) entre los ejercicios, se utiliza la formula

_ f(XQ)_f(X]) VM
X3 =X .

- Para los ejercicios 2013 y 2015: Los datos de cifra de negocio son f(201 3) =14221

millones de euros y f(2015) =15220 millones de euros. Calcular M.
2015-2013
- Para los ejercicios 2017 y 2020: Los datos de cifra de negocio son f(201 7) =15505
millones de euros y f(2020) = 10432 millones de euros. Calcular 10432 -1 5505.
2020 -2017

Considera el ano 2011 como x =1, el ano 2012 como x = 2, y asi sucesivamente, y utiliza Excel,
GeoGebra o cualqguier ofro software o calculadora grafica para ajustar una funcion f(x)
polindbmica de grado tres que proporcione la cifra de negocio en funcién de x.

Mediante Excel el polinomio de grado tres que mejor se ajusta a estos datos es el siguiente:
f(x) = —64,477x> + 956,91x* — 3910, 5x + 18883
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Resultados (en millones de €)
20000

15000 [ I e T 2 NS B WY

y=-54,477¢ + 956,91 - 3910 5x 4 18883",
10000 RP=09202 .

5000

0 2 4 6 8 10 12

Calcula las derivadas primera y segunda de f(x).
La derivada primera es:
F(x)=—193,431x* +1913,82x — 3910,5

Y la derivada segunda es:
f"(x) =-386,862x+1913,82

Determina con el modelo ajustado y f(x) en qué intervalos aumentaron los resultados y en
cudles disminuyeron, écoinciden con los datos del diagrama de barras?

Igualamos a cero la derivada primera para enconfrar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento. Asi:

f'(x) =0=-193,431x* +1913,82x - 3910,5=0, para x, =2,88 ~ 3y x, = 7,01~ 7.

Es decir, aproximadamente los anos 2013 y 2017.

ANOS 2011-2013 2013 2013-2017 2017 2017-2020
Signo de f'(x)/
Puntos criticos

- + -

Decreciente (\)) | Minimo | Creciente (/") | M&ximo | Decereciente (\))

Disminuyen las cifras de negocio de 2011 a 2013, alcanzando el minimo en el ano 2013. A su
vez, aumentan desde 2013 hasta 2017, logrando el mdximo en el ano 2017. A partir del ano
2017 descienden hasta finalizar el periodo estudiado en 2020.

Por otra parte, podemos observar que coincide con los datos facilitados en el diagrama de
barras.

Encuentra el ejercicio en el que los resultados tuvieron una mayor tasa de crecimiento
mediente f'(x).

Analicemos en qué punto se anula la derivada segunda f”(x).
f”(x) =0=-386,862x+1913,82=0=x=4,95~5

Es decir, el ano 2015.

Se puede decir que en el ano 2015 (x = 5) hay un punto de inflexién y, por tanto, se produjo
una mayor tasa de crecimiento.
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6. Investiga la situacion econdmica en nuestro pais desde el 2015 al 2020. ¢Existe alguna
relacion con los datos de El Corte Inglés?

En la tabla siguiente figura la evolucién del PIB en Espana en los anos considerados.

Ano | PIB annual |Var. PIB (%)
2020(1.121.948 M€| -10,8%
20191 1.244.375 M€ 2,1%
2018 1.203.259 M€ 2,3%
2017 1.161.867 M€ 3.0%
2016]1.113.840 M€ 3.0%
2015]1.077.590 M€ 3.8%

El PIB espanol crecidé durante estos anos, excepto en el ano COVID de 2020.

Como hemos visto en El Corte Inglés hubo un crecimiento entre 2015y 2017, pero en los
anos siguientes descendieron las cifras de negocio y no coinciden con el PIB. Obviamente el
ano 2020 fue malo para todos.

7. Los datos de los Ultimos anos, ¢éhan provocado cambios en los puestos directivos de El Corte
Inglés? éSu plan estratégico se ha visto afectado?

Respuesta abierta que debes encontrar buscando en internet y especialmente en la web
de El Corte Inglés.

8. Investiga en la web de El Corte Inglés la responsabilidad social corporativa en aspectos
como la produccidén y consumo responsables, la digitalizaciéon verde, acciones por el clima,
la igualdad, la diversidad y el compromiso social.

Respuesta abierta que debes encontrar buscando en internet y especialmente en la web
de El Corte Inglés.

9. ¢Como realiza El Corte Inglés el reciclaje de residuos electronicos?

Respuesta abierta que debes encontrar buscando en internet y especialmente en la web
de El Corte Inglés.
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Atrévete

Actividades

1.

Investiga sobre las innovaciones que se estdn llevando a cabo a nivel de materiales y
configuracion de estos.

¢Cudnto deben medir el didmetro y la altura de lata para minimizar los costes?
¢Cudnto costaria entonces?

Solucion de las actividades

1.

Esta actividad requiere investigacion externa sobre las innovaciones en materiales y
configuracion de latas.

Para minimizar los costes de fabricacion de una lata cilindrica de aluminio con un volumen
de 33 cl (0.33dm?®), se deben seguir los siguientes pasos:

Definir variables: Sear el radio de la base y h la altura de la lata.

Establecer la relacién auxiliar (volumen): El volumen de un cilindro es V = ar’h. Dado

que el volumen es 0.33dm?, la relacién auxiliar es nr?h = 0.33. Despejar h en funcién de
0.33

ar?

Formular la funcién de costes:

r-h=

J El drea de la base y la tapa es 2nr?. El coste de esta parte es 2ur? -0.1€ / dm?.

. El drea de la parte circular (lateral) es 2nrh. El coste de esta parte es
2nrh-0.2€ /dm?.

. La funcién de coste total C(r,h) es C(r,h) =0.1-2nr? +0.2-2nrh = 0.2nr? + 0.4nrh.

Expresar la funcion de costes en una sola variable: Sustituir la expresién de h en la
funcion de costes:

0.33

r?

0.4-0.33 _ 0.2 + 0.132
r r

C(r) =0.27r% + O.4nr( j =0.27r% +

Calcular la derivada de la funcion de costes:

C'(r)= g(o.znr2 +0.1 32r") =0.4nr —0.132r72
ar

Encontrar los puntos criticos: Igualar C'(r) a cero y resolver parar:

0.132_0 O.4Tcr:0']32-r3 ~0.132

0.4nr — = =
& r r? 0.47

Calcular el valor derr.
Verificar que es un minimo: Calcular la segunda derivada C”(r):

”n d
cr(r)=

—(O.4nr ~0.1 32r’2) —0.470+0.264r
;
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Evaluar C”(r) en el valor de r encontrado. Si C"(r) >0, es un minimo.
0.33

r?

- Calcular la altura y el diametro: Una vez obtenido el valor éptimo de r, calcular h=

y el didmetro D = 2r.
Para calcular el coste minimo, se debe sustituir el valor 6ptimo de r (obtenido enla
actividad 2) en la funcién de costes C(r):

0.132

_ 2
C(I’)—O.Qnr + p

Calcular el valor de C(r) con el r éptimo.
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